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Pref�a
io
Este trabalho est�a rela
ionado �a Biologia Computa
ional, uma �area da Ciên
ia daComputa�
~ao 
uja existên
ia �e motivada pela bus
a de m�etodos 
omputa
ionais queresolvam ou ajudem a resolver problemas de origem biol�ogi
a. Esta 
iên
ia tem sidolargamente utilizada no âmbito da gen�eti
a, 
ontribuindo essen
ialmente no seq�uen-
iamento de 
adeias de DNA e no mapeamento de genomas [11℄.O fo
o do nosso projeto foi uma fam��lia de problemas denominadaMinimum ContigProblems (MCP ) [4℄, que �e um modelo te�ori
o para a abordagem da Montagem deFragmentos de DNA [11℄ e que possui uma grande semelhan�
a 
om um problema degrafos denominado Cobertura de V�erti
es por Caminhos (CVC ) [4℄.O prin
ipal resultado da nossa pesquisa foi a apresenta�
~ao de provas formais daNP -di�
uldade dos problemas de MCP . A partir da��, 
omplementamos o nossotrabalho propondo um algoritmo de aproxima�
~ao para instân
ias restritas de 
adaproblema de MCP .No entanto, mesmo tendo 
on
lu��do o nosso projeto de Mestrado, sabemos queexiste um longo 
aminho a ser per
orrido para que seja poss��vel, a partir do nossotrabalho, en
ontrar m�etodos que venham a ser realmente utilizados em 
asos pr�ati
osde problemas de Biologia Computa
ional.

vi



Agrade
imentos
Aos meus pais e a todos os meus familiares, pela 
on�an�
a 
onstante.Ao meu orientador e aos meus 
olegas, em espe
ial ao Zanoni e �a Lin, pelo indis-pens�avel apoio ini
ial.Ao Mar
os, pelo 
arinho e 
ompanheirismo.

vii



Conte�udo
Pref�a
io viAgrade
imentos viiLista de Figuras x1 Introdu�
~ao 11.1 Seq�uên
ias de DNA . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11.2 A montagem de fragmentos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21.3 Motiva�
~ao e objetivos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41.4 Resumo dos resultados obtidos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41.5 Sum�ario . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52 De�ni�
~oes e nota�
~oes 62.1 Alfabetos e 
adeias . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72.1.1 Homomor�smos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92.1.2 Seq�uên
ias de DNA . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 102.2 Grafos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 102.2.1 Grafos de sobreposi�
~ao . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 122.2.2 �Arvores . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 132.2.3 Alguns problemas 
l�assi
os . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 152.3 Sum�ario . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15viii



3 A fam��lia Minimum Contig Problems ou MCP 163.1 De�ni�
~ao . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 163.2 A vers~ao de de
is~ao da fam��lia MCP . . . . . . . . . . . . . . . . . . 173.3 Varia�
~oes da fam��lia MCP . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 183.3.1 A fam��lia MCP " . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 183.3.2 A fam��lia MCPr . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 193.4 Cobertura de V�erti
es por Caminhos ou CVC . . . . . . . . . . . . . 203.5 Super
adeia Comum M��nima . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 253.6 Sum�ario . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 254 A 
omplexidade da fam��lia MCP 264.1 Resultados anteriores . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 264.2 MCP n(k) �e NP -dif��
il para n � 2 e k � 1 . . . . . . . . . . . . . . . 274.3 MCPr (k) �e NP -dif��
il para todo k � 1 . . . . . . . . . . . . . . . . . 424.4 Sum�ario . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 475 Aproxima�
~oes para a fam��lia MCP 485.1 Algoritmo de "�aproxima�
~ao e esquema de aproxima�
~ao . . . . . . . 485.2 Limite de aproxima�
~ao para MCP e CVC . . . . . . . . . . . . . . . 505.3 O algoritmo AlgMat
h . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 515.3.1 Restri�
~ao e fator de aproxima�
~ao . . . . . . . . . . . . . . . . 515.3.2 Observa�
~oes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 545.4 Sum�ario . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 546 Con
lus~oes 55A Demonstra�
~oes 
omplementares 56A.1 Prova do teorema 3.4.2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56A.2 A 
omplexidade do algoritmo de 
olora�
~ao de arestas (teorema 4.2.1) 59Bibliogra�a 60ix



Lista de Figuras
1.1 Pares de bases 
omplementares . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21.2 Tre
ho das 
adeias emparelhadas de uma mol�e
ula de DNA . . . . . . 21.3 Abordagem da Montagem de Fragmentos . . . . . . . . . . . . . . . . 32.1 2-
aminho e seu 
onsenso . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 92.2 Caminhos em um grafo bipartido . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 122.3 Emparelhamento de arestas em um grafo . . . . . . . . . . . . . . . . 132.4 Grafo de 2-sobreposi�
~ao e 
onjunto de terminais . . . . . . . . . . . . 132.5 Bus
a em profundidade em uma �arvore . . . . . . . . . . . . . . . . . 142.6 Caminho Hamiltoniano . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 153.1 MCP 4(2) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 173.2 MCP 4(4) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 183.3 MCP "4(2) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 193.4 MCPr (2) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 203.5 Grafo de 2-sobreposi�
~ao para o MCP 4(2) da �gura 3.1 . . . . . . . . 223.6 Grafo de 4-sobreposi�
~ao para o MCP 4(4) da �gura 3.2 . . . . . . . . 243.7 Super
adeia Comum M��nima . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 254.1 Exe
u�
~ao do algoritmo 4.2.1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 334.2 Homomor�mo g : ��15 �! ��5 que preserva o
orrên
ias . . . . . . . . . 384.3 Redu�
~ao de HAM a MCP 5(4), utilizando o grafo da �gura 4.1 . . . . 415.1 AlgMat
h . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52x



A.1 �Arvore generalizada de su�xos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58

xi



1



Cap��tulo 1Introdu�
~ao
1.1 Seq�uên
ias de DNAO �a
ido desoxirribonu
lei
o ou DNA �e uma mol�e
ula orgâni
a de fundamental im-portân
ia para os organismos, uma vez que �e respons�avel pelo armazenamento dosseus respe
tivos genes (tre
hos de DNA que 
odi�
am prote��nas) e pelos fatores he-redit�arios que transferem esta 
arga gen�eti
a atrav�es das gera�
~oes [11℄.O DNA �e 
omposto de mol�e
ulas menores 
hamadas nu
leot��deos, sendo que 
adanu
leot��deo �e identi�
ado por uma base nitrogenada presente em sua estrutura. Por
ausa disso, geralmente men
ionamos apenas a base quando queremos nos referirao nu
leot��deo. No DNA existem somente quatro tipos diferentes de bases, que s~aoadenina (A), 
itosina (C), guanina (G) e timina (T).Na mol�e
ula de DNA, as bases s~ao distribu��das em duas 
adeias emparelhadas.Estas duas 
adeias têm o mesmo tamanho e s~ao unidas de forma que uma base dotipo A de uma 
adeia liga-se sempre �a uma base do tipo T da outra, assim 
omo umabase do tipo C de uma 
adeia liga-se sempre �a uma base do tipo G da outra. Por 
ausadisso 
hamamos os pares A� T, C� G de pares de bases 
omplementares (�gura 1.1),geralmente utilizados 
omo unidade de medida (base pairs ou bp) do 
omprimentode uma mol�e
ula de DNA.Al�em da base, existem outras estruturas 
ompondo 
ada nu
leot��deo, dentre asquais ressaltamos uma mol�e
ula de a�
�u
ar que 
ont�em 
in
o �atomos de 
arbono,numerados de 10 a 50. Dois destes �atomos de 
arbono (30 e 50) s~ao respons�aveispela liga�
~ao de um nu
leot��deo 
om os seus dois vizinhos na 
adeia e determinam1



1.2. A montagem de fragmentos 2A C| |T GFigura 1.1: Pares de bases 
omplementaresa orienta�
~ao em que a seq�uên
ia de bases desta deve ser lida, que, por 
onven�
~ao,
ome�
a na extremidade do 
arbono 50 e termina na extremidade do 
arbono 30 [11℄.Sabe-se que, em uma mesma mol�e
ula, as duas 
adeias possuem orienta�
~oes opostas,sendo uma denominada o 
omplemento reverso da outra [11℄ (�gura 1.2).5' ACGCCGTTTACAGCTCT 3'|||||||||||||||||3' TGCGGCAAATGTCGAGA 5'A 
adeia superior deve ser lida da esquerda para a direita, resultando na pr�opria seq�uên
iaACGCCGTTTACAGCTCT, enquanto que a 
adeia inferior, que �e o seu 
omplemento reverso, deveser lida da direita para a esquerda, resultando na seq�uên
ia AGAGCTGTAAACGGCGT.Figura 1.2: Tre
ho das 
adeias emparelhadas de uma mol�e
ula de DNAAs propriedades des
ritas a
ima estabele
em uma rela�
~ao muito estreita entre asduas 
adeias de uma mol�e
ula de DNA, de modo que o 
onhe
imento de apenasuma delas �e su�
iente para se determinar a outra. Tudo isto faz 
om que o DNAseja representado, de forma bastante apropriada, 
omo uma grande seq�uên
ia de
ara
teres, 
omposta pelos s��mbolos 
ontidos no alfabeto fA; C; G; Tg.1.2 A montagem de fragmentosAs pesquisas para determina�
~ao e an�alise das seq�uên
ias de DNA têm sido 
onduzidasem ritmo a
elerado, uma vez que esta mol�e
ula �e a pe�
a 
have para se desvendara evolu�
~ao e as fun�
~oes de um organismo. Entretanto, os trabalhos neste sentidoesbarram sempre na limita�
~ao t�e
ni
a das m�aquinas seq�uen
iadoras, que apenas s~ao
apazes de ler bases 
onse
utivas de pequenos tre
hos de uma mol�e
ula. Atualmente,estes tre
hos possuem entre 200 e 1000bp.Isto torna o seq�uen
iamento em larga es
ala de DNA uma tarefa muito 
omplexa,que exige a utiliza�
~ao de estrat�egias que 
ombinam a manipula�
~ao das mol�e
ulas em



1.2. A montagem de fragmentos 3laborat�orio de biologia 
om o pro
essamento 
omputa
ional dos dados obtidos.Uma destas estrat�egias �e a Montagem de Fragmentos (�gura 1.3), que podeser des
rita 
omo se segue. Ini
ialmente, a mol�e
ula de DNA a ser seq�uen
iada �erepli
ada diversas vezes em laborat�orio. Em seguida, todas as 
�opias obtidas s~aoquebradas em pontos variados, dando origem a in�umeros peda�
os menores. Estespeda�
os s~ao ent~ao seq�uen
iados e, a partir dos dados de suas seq�uên
ias, tenta-sedeterminar 
omputa
ionalmente a ordem 
orreta em que estes fragmentos devem seragrupados e en
aixados para se obter a seq�uên
ia original 
ompleta [11℄.Portanto, do ponto de vista 
omputa
ional, temos um problema que envolveimensos volumes de dados, al�em de diversas outras 
ompli
a�
~oes, 
omo a poss��velo
orrên
ia de erros durante o seq�uen
iamento.

                        Ini
ialmente, a mol�e
ula, 
uja seq�uên
ia �e des
onhe
ida,�e 
opiada diversas vezes e fragmentada. Depois disso s~aodeterminadas as seq�uên
ias dos fragmentos, que ser~ao pro
essados een
aixados para se obter a seq�uên
ia 
ompleta da mol�e
ula original.Figura 1.3: Abordagem da Montagem de Fragmentos



1.3. Motiva�
~ao e objetivos 41.3 Motiva�
~ao e objetivosAssim 
omo a Montagem de Fragmentos, os problemas abordados em Biologia Com-puta
ional possuem solu�
~oes geralmente dif��
eis e demoradas. Devido a este fato, aspesquisas realizadas nesta �area visam estudar a fundo a 
omplexidade destes proble-mas, bus
ando formas 
ada vez mais e�
ientes para resolvê-los.Com esta motiva�
~ao, de
idimos estudar problemas baseados em seq�uên
ias de DNAe grafos 
onstru��dos a partir deles. O prin
ipal fo
o da nossa pesquisa, rela
ionadoao problema da montagem de fragmentos de DNA, foi uma fam��lia de problemasdenominada Minimum Contig Problems (MCP ) [4℄.J�a havia sido determinada uma grande semelhan�
a entre esta fam��lia e um proble-ma de grafos NP -dif��
il 
hamado Cobertura de V�erti
es por Caminhos (CVC )[4℄. Sabia-se tamb�em que alguns problemas da fam��lia MCP eram NP -dif��
eis [4℄,mas a 
omplexidade de todos os demais ainda n~ao havia sido determinada.Dada a semelhan�
a entre CVC e MCP , a nossa expe
tativa era de que os de-mais problemas desta fam��lia tamb�em seriam NP -dif��
eis. Assim, de�nimos os trêsobjetivos prin
ipais do nosso projeto de pesquisa:1. Determinar a 
omplexidade de todos os problemas da fam��lia MCP .2. Determinar a 
omplexidade de todos os problemas da fam��lia MCPr , que levaem 
onsidera�
~ao os 
omplementos reversos dos fragmentos de entrada;3. Pesquisar aproxima�
~oes para todos os problemas de MCP .1.4 Resumo dos resultados obtidosSabendo que parte dos problemas da fam��liaMCP era NP -dif��
il [4℄, o nosso prin
ipalobjetivo era determinar a 
omplexidade de todos os demais problemas de MCP e,
onforme o esperado, os estudos realizados mostraram ent~ao que estes problemaseram NP -dif��
eis, a n~ao ser para o 
aso trivial de alfabetos unit�arios. Demonstramostamb�em a NP -di�
uldade dos problemas da fam��lia MCPr , que �e uma varia�
~ao deMCP .A partir destes resultados, passamos a pesquisar aproxima�
~oes para a fam��liaMCP , veri�
ando ent~ao que, ex
luindo tamb�em o 
aso trivial, todo problema desta



1.5. Sum�ario 5fam��lia n~ao admitia aproxima�
~ao que garantisse solu�
~ao de 
usto menor que duasvezes o 
usto �otimo.Por �m, nos 
on
entramos na tentativa de elaborar algoritmos de aproxima�
~aopara MCP . Mostramos que qualquer algoritmo de aproxima�
~ao para CVC poderiaser adaptado para aproximar todos os problemas de MCP , mas, infelizmente, o al-goritmo que propusemos se mostrou vi�avel para aproximar apenas um sub
onjuntodas instân
ias de CVC . Entretanto, per
ebemos que, mesmo 
om esta restri�
~ao, autiliza�
~ao do algoritmo poderia ser interessante nas situa�
~oes geralmente en
ontradasnos 
asos pr�ati
os de Montagem de Fragmentos e de
idimos, assim, aproveit�a-lo 
omoum resultado positivo do nosso trabalho.1.5 Sum�arioO DNA �e uma mol�e
ula orgâni
a, em 
uja estrutura desta
amos a presen�
a de duas
adeias de nu
leot��deos 
ompostas por quatro tipos de bases (A; C; G ou T) e empare-lhadas pelos pares de bases 
omplementares (A�T, C�G). O fato das duas 
adeias deuma mol�e
ula possu��rem orienta�
~oes opostas 
ompletam a estreita rela�
~ao que existeentre elas. Por 
ausa disso, uma �e denominada 
omplemento reverso da outra.A abordagem da Montagem de Fragmentos [11℄ �e uma estrat�egia utilizada para oseq�uen
iamento de DNA. Esta estrat�egia �e base de uma fam��lia de problemas denomi-nada Minimum Contig Problems (MCP ) [4℄, que �e o prin
ipal fo
o do nosso projetode pesquisa.Sabia-se que alguns problemas em MCP eram NP -dif��
eis [4℄, sendo que a 
om-plexidade dos demais ainda era des
onhe
ida. Assim, o primeiro objetivo do nossoprojeto era 
ompletar o estudo da 
omplexidade dos problemas de MCP e os nossosresultados mostraram que todo problema desta fam��lia era NP -dif��
il. Em seguida,provamos que n~ao era poss��vel obter uma aproxima�
~ao para qualquer problema deMCP que garantisse solu�
~ao menor que duas vezes a solu�
~ao �otima e propusemos umalgoritmo de aproxima�
~ao apli
�avel a instân
ias restritas de todos os problemas deMCP .



Cap��tulo 2De�ni�
~oes e nota�
~oes
Palavras ou 
adeias de 
ara
teres, bem 
omo o pro
esso de 
onstru�
~ao destas, s~aoelementos 
omuns nos problemas de Biologia Computa
ional, que se baseiam emseq�uên
ias de DNA. Agora, vamos revisar e introduzir algumas de�ni�
~oes de alfabetos,
adeias e grafos, 
om as suas respe
tivas nota�
~oes.O 
on
eito de 
onjunto, que �e uma das prin
ipais bases matem�ati
as do nossotrabalho, apare
er�a 
om muita freq�uên
ia nesta disserta�
~ao. De um modo geral,utilizaremos 
haves (\f\ e \g") para representar 
onjuntos n~ao ordenados e parênteses(\(\ e \)") para representar 
onjuntos ordenados. Dado um 
onjunto qualquer C,o tamanho de C, denotado por jCj, �e o n�umero de elementos em C. Assim, seC = fa; b; 
; d; eg, temos jCj = 5.Antes de mais nada, introduziremos a id�eia de estender a apli
a�
~ao de uma fun�
~ao aum sub
onjunto de seu dom��nio, que ser�a bastante utilizada em nossas demonstra�
~oes.De�ni�
~ao 2.1 Dada uma fun�
~ao f : D �! I, se um 
onjunto A = fa1; a2; : : : ajAjg�e tal que A � D, 
onsideraremos f(A) = ff(a1); f(a2); : : : f(ajAj)g, ressaltando quea ordem dos elementos em f(A) �e irrelevante. Mas se A for um 
onjunto ordenado,ent~ao teremos obrigatoriamente f(A) = (f(a1); f(a2); : : : ; f(ajAj�1); f(ajAj)).A de�ni�
~ao a
ima vale para qualquer fun�
~ao em geral, mas sofre um pequena modi-�
a�
~ao, rela
ionada a 
onjuntos ordenados, no 
aso de fun�
~oes que s~ao homomor�smosreversos, 
omo poder�a ser visto na se�
~ao 2.1.1.6



2.1. Alfabetos e 
adeias 72.1 Alfabetos e 
adeiasUm alfabeto �e um 
onjunto �nito e n~ao vazio de 
ara
teres. Usamos geralmente aletra grega � para designar alfabetos. Um exemplo de alfabeto �e � = fA; C; G; Tg,
om j�j = 4 [8℄.Dizemos que uma 
adeia ou seq�uên
ia de 
ara
teres s = 
1
2 : : : 
q �e es
rita sobreum alfabeto �, quando 
i 2 �, para todo 1 � i � q. Um exemplo de 
adeia es
ritasobre o alfabeto fA; C; G; Tg �e TTCAGCATG. O 
omprimento de uma 
adeia s, denotadopor jsj, �e dado pelo seu n�umero de 
ara
teres. Quando jsj = 0, dizemos que s �e aseq�uên
ia vazia e a designamos pelo s��mbolo espe
ial " [8℄.Dado um 
onjunto de 
adeias C = fs1; s2; : : : ; sjCjg, denotamos por kCk o inteirodado por PjCji=1 jsij.Um alfabeto pode dar origem a 
onjuntos formados por 
adeias es
ritas sobre ele.Assim, dado um alfabeto �, o 
onjunto �+ agrupa todas as 
adeias de 
omprimentomaior ou igual a um es
ritas sobre �, assim 
omo o 
onjunto �� agrupa todas as 
a-deias de 
omprimento maior ou igual a zero es
ritas sobre � e �i �e 
onjunto de todasas 
adeias de 
omprimento i es
ritas sobre �, onde i �e um inteiro tal que i � 0 [8℄. To-mando 
omo exemplo o alfabeto � = f0; 1g, temos �1 = f0; 1g, �2 = f00; 01; 10; 11g,�+ = f0; 1; 00; 01; 10; 11; 000; : : :g e �� = f"; 0; 1; 00; 01; 10; 11; 000; : : :g.Utilizaremos 
om freq�uên
ia letras min�us
ulas para representar 
ara
teres e 
adei-as. Em geral, letras que apare
em no prin
��pio do nosso alfabeto, 
omo a, b, 
 e d,representar~ao 
ara
teres, enquanto que as letras que apare
em no �nal do alfabeto,
omo s, t, u, v, w e x, ser~ao usadas para 
adeias. Do mesmo modo, letras mai�us
ulasser~ao 
omumente usadas para representar 
onjuntos de 
adeias.Se s = a1a2 : : : ajsj e t = b1b2 : : : bjtj, a 
adeia u = a1a2 : : : ajsjb1b2 : : : bjtj �e denomina-da a 
on
atena�
~ao de s e t, denotada por u = st ou u = s:t. A 
adeia ACGTCTCCGGC,por exemplo, �e a 
on
atena�
~ao de ACGTC e TCCGGC. Para 
on
atenar mais de duas 
a-deias, basta fazer a 
on
atena�
~ao das duas primeiras, em seguida fazer a 
on
atena�
~aodo resultado 
om a ter
eira 
adeia e assim por diante.Dados uma 
adeia s e um inteiro k � 1, de�nimos sk 
omo sendo a 
adeia sss : : : s(k vezes).Quando temos uma 
adeia s, tal que s = tuv, a 
adeia u �e 
hamada de sub
adeiade s. Se u �e uma sub
adeia de s e juj < jsj, ent~ao u �e denominada sub
adeia pr�opriade s. Al�em disso, se s = uv, a 
adeia u �e um pre�xo de s. Da mesma forma, se



2.1. Alfabetos e 
adeias 8s = tu, a 
adeia u �e um su�xo de s. As 
adeias TTAC e CTA s~ao, respe
tivamente, umpre�xo e um su�xo de TTACGCTA.Dadas duas 
adeias s e w, tais que s = tu e w = uv, a 
adeia u �e dita sobreposi�
~aoentre s e w. Note, por�em, que a mesma 
adeia u pode n~ao ser sobreposi�
~ao entre w es. Se u �e sobreposi�
~ao entre s e w e n~ao existe 
adeia u0, tal que ju0j > juj e u0 tamb�emseja sobreposi�
~ao entre s e w, ent~ao u �e denominada sobreposi�
~ao m�axima entre se w, denotada por u = spmax (s; w).As de�ni�
~oes de sub
adeia e sobreposi�
~ao podem ser resumidas pelo 
on
eito deo
orrên
ia. Dizemos, portanto, que uma 
adeia t 6= " o
orre em uma 
adeia squando t �e sub
adeia de s ou quando spmax (s; t) 6= ". Portanto, a 
adeia " n~aoo
orre em nenhuma 
adeia, e nenhuma 
adeia o
orre em ". Se 
onsiderarmos as
adeias s = ACGTCGTAACG, t = TGACG e u = GTA, temos o
orrên
ias de s em t e em ue o
orrên
ias de u em s e em t, mas t n~ao o
orre nem em s, nem em u.Dada uma sobreposi�
~ao entre duas 
adeias, podemos formar uma ter
eira 
adeiasimplesmente aglutinando as duas primeiras. Desta forma, se s = tu e w = uv, a
adeia x = tuv �e uma aglutina�
~ao de s e w. Mais que isso, se u = spmax (s; w), ent~aox �e denominada o 
onsenso de s e w, denotado por x = s : w. A 
adeia ACGTCCGGC,por exemplo, �e o 
onsenso de ACGTC e TCCGGC.O 
on
eito de 
onsenso pode ser estendido para um 
onjunto ordenado de 
adeiasS. Tomando S = (s1; s2; s3 : : : sjSj) e es
revendo si = viui, onde vi = spmax (si�1; si),para todo 2 � i � jSj, a 
adeia s �e dita o 
onsenso de S, denotado por s = s1 : s2 :s3 : : : : sjSj, se s = s1u2u3 : : : ujSj.De�ni�
~ao 2.1.1 Dados um inteiro k � 0 e um 
onjunto ordenado de 
adeias S =(s1; s2; : : : sjSj), S �e 
hamado k-
aminho (�gura 2.1) se, para todo 2 � i � jSj, o parde 
adeias 
onse
utivas si�1; si �e tal que jspmax (si�1; si)j � k. Dizemos ainda que S�e um k-
aminho em um 
onjunto de 
adeias C quando S �e um sub
onjunto de C.Dados um 
onjunto de 
adeias C e um k-
aminho S = (s1; s2; : : : sjSj) em C, sejspmax (sjSj; s1)j � k, dizemos que S �e tamb�em um k-
i
lo em C.Por �m, podemos tamb�em estabele
er rela�
~oes entre uma 
adeia s e um 
onjuntode 
adeias C. Dizemos que C 
obre s quando s �e sub
adeia de uma 
adeia t 2 C.Portanto, o 
onjunto fAACGTG; GTGCACCGT; GTAA; TGCACg 
obre 
adeias 
omo ACG eACC, al�em das pr�oprias 
adeias que ele 
ont�em. Por outro lado, a 
adeia s �e ditaterminal em C se s 2 C e, para toda 
adeia t 2 C, temos que s n~ao �e sub
adeia



2.1. Alfabetos e 
adeias 9pr�opria de t. Considerando-se o mesmo 
onjunto fAACGTG; GTGCACCGT; GTAA; TGCACg,podemos veri�
ar que apenas as 
adeias AACGTG, GTGCACCGT e GTAA s~ao terminais.De�ni�
~ao 2.1.2 Dado um 
onjunto de 
adeias C, 
hamamos de T (C) o 
onjunto de
adeias terminais em C. s = .TAC.......x = TTACGCT....t = ....GCTCG..v = .......CGAA-----------x : t : v = TTACGCTCGAADado um 
onjunto C = fs; t; u; v; w; xg, tal que s = TAC,t = GCTCG, u = CACA, v = CGAA, w = CAATA e x = TTACGCT,o 
onjunto ordenado de 
adeias (x; t; v) �e um 2-
aminho em C,que 
obre tamb�em a 
adeia s, j�a que esta �e sub
adeia de x.Figura 2.1: 2-
aminho e seu 
onsenso2.1.1 Homomor�smosDados alfabetos � e �, um homomor�smo g : �� �! �� �e uma fun�
~ao tal que,para quaisquer u; v 2 ��, podemos dizer que g(uv) = g(u)g(v). Como 
onseq�uên
iadesta propriedade, temos g(") = ".Podemos alterar a de�ni�
~ao a
ima para 
riar o 
on
eito de homomor�smo re-verso. Uma fun�
~ao g : �� �! �� �e dita um homomor�smo reverso quando, paraquaisquer u; v 2 ��, temos g(uv) = g(v)g(u). Neste 
aso �e pre
iso modi�
ar tamb�ema de�ni�
~ao 2.1, no tre
ho rela
ionado a 
onjuntos ordenados, de modo que, dado
onjunto de 
adeias ordenado A = (a1; a2; : : : ajAj), 
om A � ��, obrigatoriamenteg(A) = (g(ajAj); g(ajAj�1); : : : ; g(a2); g(a1)).De�ni�
~ao 2.1.1.1 Dados alfabetos � e � e um homomor�smo g : �� �! ��, dize-mos que g preserva o
orrên
ias quando g �e fun�
~ao injetora onde, para todo 
 2 �,a 
adeia g(
) possui tamanho �xo, denotado por jgj e, al�em disso, dados s; t 2 ��:� jspmax (s; t)jjgj = jspmax (g(s); g(t))j (ou jspmax (s; t)jjgj = jspmax (g(t); g(s))j,se g for um homomor�smo reverso);



2.2. Grafos 10� t �e sub
adeia pr�opria de s se, e somente se, g(t) �e sub
adeia pr�opria de g(s).Um exemplo de homomor�smo que preserva o
orrên
ias pode ser en
ontrado na�gura 4.2.2.1.2 Seq�uên
ias de DNACada fragmento de uma 
adeia de DNA �e representado por uma seq�uên
ia de 
a-ra
teres es
rita sobre o alfabeto fA; C; G; Tg, denominada seq�uên
ia de DNA. Paratoda seq�uên
ia de DNA, existe uma outra seq�uên
ia que 
orresponde ao seu 
omple-mento reverso. Denotamos por s o 
omplemento reverso da seq�uên
ia s. Assim, ses = AACTGACG, s = CGTCAGTT.Do mesmo modo, dado um 
onjunto de seq�uên
ias de DNA C, designa-mos por C o 
onjunto formado pelos 
omplementos reversos de todas as 
adei-as de C. Para exempli�
ar, se C = fGTGCACC; GTAA; TGCAC; TTACg, ent~ao C =fGGTGCAC; TTAC; GTGCA; GTAAg e, portanto, C [ C = C [ fGGTGCAC; GTGCAg.2.2 GrafosUm grafo �e, basi
amente, uma forma de modelar um problema. Este modelo �efreq�uentemente utilizado, j�a que as propriedades dos grafos s~ao bem 
onhe
idas epodem ser aproveitadas na 
onstru�
~ao de solu�
~oes e no estudo da 
omplexidade dosproblemas abordados [3℄.Um grafo G �e um 
onjunto de v�erti
es (ou n�os) ligados entre si por linhas de-nominadas arestas. Os 
onjuntos de v�erti
es e arestas de um grafo G s~ao dados,respe
tivamente, por V (G) e E(G).Cada v�erti
e pode ter muitas arestas in
idindo sobre ele, e 
onsideraremos aquisomente os grafos que n~ao possuem arestas iguais e nos quais 
ada aresta sempre unedois v�erti
es distintos. O n�umero de arestas que in
idem em um v�erti
e determina ograu deste v�erti
e. Dado um grafo G, denotaremos por d(u) o grau de um v�erti
eu 2 V (G). Denotaremos tamb�em por �(G) o grau m�aximo em G. Assim, temos�(G) = maxu2V (G) d(u).Um grafo �e dito orientado quando suas arestas s~ao orientadas desde um v�erti
ede origem at�e um v�erti
e de destino. Caso 
ontr�ario, o grafo �e dito n~ao orientado.



2.2. Grafos 11Por outro lado, um grafo �e ponderado quando a 
ada aresta �e asso
iado um peso.Como j�a foi visto, grafos s~ao representados geralmente pela letra G. Utilizaremosent~ao letras min�us
ulas, 
omo s, t, u, v, w e x para representar v�erti
es. Uma aresta,por sua vez, pode ser representada pelos dois v�erti
es unidos por ela. Se uma arestaliga um v�erti
e u a um v�erti
e v em um grafo n~ao-orientado, a sua representa�
~ao �efu; vg. No 
aso de grafos orientados, a ordem dos v�erti
es deve ser levada em 
on-sidera�
~ao nesta representa�
~ao, sendo que primeiro deve apare
er o v�erti
e de origeme depois o v�erti
e de destino da aresta. Portanto, em um grafo orientado, a aresta(u; v) seria distinta da aresta (v; u).De�ni�
~ao 2.2.1 Dois grafos G e G0 s~ao ditos isomorfos, denotados por G ' G0se existe uma bije�
~ao f : V (G) �! V (G0), tal que E(G0) = f(f(u); f(v)) j (u; v) 2E(G)g. Al�em disso, a bije�
~ao f �e 
hamada de isomor�smo entre G e G0.Um 
aminho em um grafo G �e de�nido por uma seq�uên
ia alternada de v�erti
es earestas, sendo que tanto a sua origem quanto o seu destino devem ser v�erti
es e, al�emdisso, o 
aminho deve passar por 
ada v�erti
e ou aresta do grafo no m�aximo uma vez.Dizemos que um elemento de um grafo (isto �e, uma aresta ou um v�erti
e) �e 
obertopor um 
aminho quando este elemento faz parte da seq�uên
ia que 
omp~oe o 
aminho.Uma vez que 
ada aresta une apenas dois v�erti
es distintos, a seq�uên
ia de v�erti
es �esu�
iente para representar o 
aminho. Por uma quest~ao de 
onveniên
ia, de�niremosum 
aminho 
omo um 
onjunto ordenado de v�erti
es U = (u1; u2; : : : ; ujU j) , de modoque, para todo 1 � i < jU j, a aresta (ui; ui+1) 2 E(G).Dado um grafo G e um 
aminho U = (u1; u2; : : : ; ujU j) em G, se (ujU j; u1) 2 E(G),dizemos que U �e tamb�em um 
i
lo em G.Dizemos que um grafo G �e 
onexo quando, para quaisquer u; v 2 V (G), existeum 
aminho que vai u para v. Dizemos ainda que G �e grafo 
ompleto quando,tamb�em para quaisquer v�erti
es u; v 2 V (G), temos (u; v); (v; u) 2 E(G), se o grafofor orientado, e fu; vg 2 E(G), se o grafo for n~ao orientado.Um 
onjunto independente em um grafo G �e um sub
onjunto V 0 de V (G) noqual, para todo par de v�erti
es u; v 2 V 0, as arestas (u; v) e (v; u) n~ao perten
em aE(G). Dizemos que um grafo �e bipartido (�gura 2.2) quando todos os seus v�erti
espodem ser agrupados em dois 
onjuntos independentes A e B tal que A [B = V (G)e A \ B = ;.Um emparelhamento (�gura 2.3), por sua vez, �e um sub
onjunto E 0 � E(G) no
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Como os v�erti
es do grafo a
ima podem ser divididos nos 
onjuntosindependentes fs; u; wg e ft; v; x; yg, este �e um grafo bipartido.Al�em disso, os 
onjuntos (w; x; s; t) e (y; u; v)s~ao 
aminhos disjuntos no mesmo grafo.Figura 2.2: Caminhos em um grafo bipartidoqual, para todo par de arestas (u; v); (z; w) 2 E 0, temos sempre u 6= z e u 6= w, 
omotamb�em temos v 6= z e v 6= w, ou seja, n~ao existem duas arestas em E 0 in
idindosobre o mesmo v�erti
e. Um emparelhamento E 0 �e dito maximal se, para toda aresta(x; y) em E(G) n E 0, pelo menos um entre os v�erti
es x e y �e 
oberto por algumaaresta em E 0.Al�em disso, uma 
olora�
~ao de arestas em G �e um 
onjunto de emparelhamentosdisjuntos C = fM1;M2; : : : ;MjCjg, tal que M1 [M2 [M3 : : :[MjCj = E(G). Sabe-se,pelo teorema de Vizing [3, p.103℄, que uma 
olora�
~ao de arestas m��nima C para umgrafo G �e tal que jCj = �(G) ou jCj = �(G) + 1.2.2.1 Grafos de sobreposi�
~aoDe�ni�
~ao 2.2.1.1 Dado um 
onjunto de 
adeias C es
rito sobre um alfabeto �, ografo de k-sobreposi�
~ao de C, denotado por Gk(C), �e o grafo G orientado tal queV (G) = C e E(G) = f(u; v) j spmax (u; v) � kg.Um v�erti
e v de Gk(C) �e denominado terminal quando v 2 T (C). Portanto, apropriedade de um v�erti
e ser ou n~ao terminal n~ao depende de k.
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O 
onjunto f(u; t); (x; s); (w; y)g �e um emparelhamento de arestas maximal.Figura 2.3: Emparelhamento de arestas em um grafoUm exemplo de grafo de sobreposi�
~ao pode ser visto na �gura 2.4.

C = fATGCC; GCCTAT; AGCCT; CCTT; GGTCCTT; GCCGGT; TGCCAGgT (C) = fATGCC; GCCTAT; AGCCT; GGTCCTT; GCCGGT; TGCCAGgFigura 2.4: Grafo de 2-sobreposi�
~ao e 
onjunto de terminais2.2.2 �ArvoresUm grafo n~ao-orientado, 
onexo e a
��
li
o pode ser tamb�em 
hamado de �arvore [3℄.Os v�erti
es de grau um (ou zero, se a �arvore for um �uni
o v�erti
e) de uma �arvore s~ao
hamados folhas, enquanto que os v�erti
es de grau maior que um s~ao 
hamados n�os.



2.2. Grafos 14As �arvores geralmente possuem um v�erti
e espe
ial, 
hamado raiz, segundo o qualse de�ne o n��vel de profundidade de um v�erti
e. Sabendo que a distân
ia entre doisv�erti
es em um grafo qualquer �e dada pelo n�umero de arestas presente no menor
aminho existente entre eles, dizemos que um v�erti
e v est�a no n��vel i de uma �arvorequando a distân
ia entre v e a raiz �e i. Portanto, para todo i � 1 um v�erti
e de n��veli est�a sempre ligado a exatamente um v�erti
e de n��vel i � 1, podendo estar ligado av�arios ou a nenhum v�erti
e de n��vel i + 1. Se o v�erti
e u est�a no n��vel i, ligado aosv�erti
es v e w, que est~ao no n��vel i+ 1, u �e dito \pai" de v e w, do mesmo modo quev e w s~ao ditos \�lhos" de u.

As folhas s~ao os v�erti
es bran
os e os n�os s~ao os v�erti
es pretos.A linha tra
ejada indi
a o 
aminho per
orrido durante uma bus
aem profundidade nesta �arvore (os n�umeros representam a ordem emque os v�erti
es s~ao pro
essados).Figura 2.5: Bus
a em profundidade em uma �arvoreExistem v�arias maneiras de se per
orrer uma �arvore, sendo uma delas em profun-didade, que 
onsiste em, partindo da raiz, pro
essar 
ada v�erti
e somente depois quetodos os seus �lhos tiverem sido pro
essados (�gura 2.5).



2.3. Sum�ario 152.2.3 Alguns problemas 
l�assi
osExistem problemas que, apesar de estarem rela
ionados a diferentes �areas da 
iên
iaou mesmo do 
otidiano, possuem exatamente as mesmas propriedades e 
ompartilhamo mesmo modelo em grafos.

O 
onjunto (y; u; v; w; x; s; t) �e um 
aminho Hamiltoniano neste grafo,ou seja, �e um 
aminho que passa por todos os v�erti
es.Figura 2.6: Caminho HamiltonianoUm destes problemas �e o Caminho Hamiltoniano (HAM , �gura 2.6), que 
on-siste em determinar se existe um 
aminho que 
obre todos os v�erti
es de um grafoqualquer.2.3 Sum�arioNeste 
ap��tulo apresentamos de�ni�
~oes e nota�
~oes envolvendo alfabetos, 
adeias de
ara
teres e grafos, que ser~ao utilizadas ao longo desta disserta�
~ao. Alguns dos 
on
ei-tos introduzidos aqui, 
omo k-
aminhos, homomor�smos que preservam o
orrên
iase grafos de k-sobreposi�
~ao ser~ao fundamentais na des
ri�
~ao dos problemas que estu-damos e na demonstra�
~ao de suas respe
tivas 
omplexidades.



Cap��tulo 3A fam��lia Minimum Contig Problemsou MCP
Um problema de otimiza�
~ao �e um problema no qual, para 
ada instân
ia I, temos um
onjunto de solu�
~oes v�alidas F (I) e ainda, para 
ada solu�
~ao K 2 F (I), temos umvalor 
usto (K), inteiro e positivo. O 
usto �otimo �e ent~ao de�nido 
omo OPT (I) =minK2F (I) 
usto (K), se o problema for de minimiza�
~ao (ou maxK2F (I) 
usto (K), se oproblema for de maximiza�
~ao) [10℄.3.1 De�ni�
~aoRe
entemente, Ferreira, Souza e Wakabayashi [4℄ estudaram uma fam��lia de problemasde minimiza�
~ao que 
hamamos Minimum Contig Problems (MCP ). Estes problemastêm sua origem na �area biol�ogi
a, servindo para modelar o problema da Montagemde Fragmentos des
rito anteriormente e que �e parte integrante de qualquer projetode seq�uen
iamento em larga es
ala de DNA [11℄.Na verdade, durante o nosso trabalho, ao revisar as de�ni�
~oes dos problemasde MCP , de
idimos alterar a sua denomina�
~ao, que originalmente era Minimumk-Contig Problems [4℄. Al�em disso, passamos a designar por k-
aminhos o que osautores do trabalho original 
hamavam de k-
ontigs, mas de
idimos manter a palavra
ontig na denomina�
~ao da fam��lia. Esta substitui�
~ao foi feita pelo fato da palavra
ontig ser 
omumente utilizada em biologia 
omputa
ional 
omo referên
ia a alinha-mentos m�ultiplos de seq�uên
ias [11℄. Deste modo, diferentemente do que foi de�nido16



3.2. A vers~ao de de
is~ao da fam��lia MCP 17por Ferreira, Souza e Wakabayashi [4℄, �e mais apropriado dizer que um k-
ontig �eum alinhamento m�ultiplo de 
adeias que exige que a sobreposi�
~ao entre duas 
adeiasvizinhas seja de pelo menos k 
ara
teres, ou que uma seja sub
adeia da outra.CadaMCP n(k) �e de�nido para um alfabeto �, 
om j�j = n, e um inteiro k (�guras3.1 e 3.2).Entrada: Conjunto de seq�uên
ias de 
ara
teres C, es
rito sobre �.Objetivo: Sabendo que F (C) �e o 
onjunto formado pelos 
onjuntos de k-
aminhosdisjuntos em C que 
obrem todas as seq�uên
ias de C, o objetivo do MCP n(k) �een
ontrar H 2 F (C), tal que jHj = minK2F (C) jKj.Sa��da: Conjunto de k-
aminhos obtidos.Em outras palavras, dada uma instân
ia C, o objetivo do MCP n(k) �e en
ontraro menor 
onjunto de k-
aminhos em C, tal que 
ada 
adeia de C deve perten
er aexatamente um k-
aminho, se for terminal em C, e a no m�aximo um k-
aminho, sen~ao for terminal em C. Note, portanto, que os k-
aminhos obtidos na solu�
~ao podem
onter apenas as 
adeias terminais em C.s TTACGCTA.........t TTACGC...........u ....GCTAGAGATC...v ......TAGAGAT....w ...........ATCGTT-----------------TTACGCTAGAGATCGTTNeste 
aso, todas as seq�uên
ias de entrada s~ao 
obertas por um�uni
o 2�
aminho, que �e (s; u; w) e 
ujo 
onsenso �e TTACGCTAGAGATCGTT.Figura 3.1: MCP 4(2)3.2 A vers~ao de de
is~ao da fam��lia MCPChamamos de DMCP a fam��lia que �e a vers~ao de de
is~ao de MCP . Cada DMCP n(k)tamb�em �e de�nido para um alfabeto �, 
om j�j = n, e um inteiro k � 1 e determinase todas as 
adeias de um 
onjunto de entrada C, es
rito sobre �, podem ser 
obertaspor no m�aximo i k-
aminhos disjuntos em C, onde i �e parte da entrada do problema.



3.3. Varia�
~oes da fam��lia MCP 18s TTACGCTA...............t TTACGC.................u ....GCTAGAGATC.........v ......TAGAGAT..........w .................ATCGTT-----------------------TTACGCTAGAGATC...ATCGTTNeste 
aso, as seq�uên
ias s, t, u e v s~ao 
obertas pelo 4�
aminho (s; u), 
ujo 
onsenso �eTTACGCTAGAGATC e a seq�uên
ia w �e 
oberta pelo 4�
aminho (w), 
ujo 
onsenso �e ATCGTT.Figura 3.2: MCP 4(4)3.3 Varia�
~oes da fam��lia MCPNo problema real en
ontrado em biologia, que �e a motiva�
~ao do nosso projeto, diversosoutros fatores devem ser levados em 
onsidera�
~ao na fam��lia MCP , espe
ialmente ao
orrên
ia de erros na determina�
~ao da seq�uên
ia dos fragmentos e a quest~ao da
omplementaridade [4℄.3.3.1 A fam��lia MCP "Para lidar 
om os erros, poder��amos estender a de�ni�
~ao da fam��lia MCP para afam��lia MCP ", onde admitimos que uma o
orrên
ia de uma 
adeia t em uma 
adeias possua alguns erros, sendo que um erro o
orre quando um 
ara
ter de uma 
adeia�e alinhado 
om um 
ara
ter diferente ou 
om um espa�
o inserido na outra [11℄.Cada MCP "n(k) �e de�nido para um alfabeto �, 
om j�j = n, um inteiro k � 1 eum real " � 0 (�gura 3.3).Entrada: Conjunto de seq�uên
ias de 
ara
teres C, es
rito sobre �.Objetivo: Sabendo que F (C) �e o 
onjunto formado pelos 
onjuntos de k-
aminhos disjuntos em C que 
obrem todas as seq�uên
ias de C, 
onsiderando queuma o
orrên
ia de uma 
adeia t em uma 
adeia s pode ter at�e ":juj erros, se ao
orrên
ia for uma sobreposi�
~ao u, e at�e ":jtj erros, se a o
orrên
ia for de sub
adeia,o objetivo do MCP "n(k) �e en
ontrar H 2 F (C), tal que jHj = minK2F (C) jKj.Sa��da: 
onjunto de k-
aminhos obtidos.



3.3. Varia�
~oes da fam��lia MCP 19Podemos observar que a fam��lia MCP �e um 
aso espe
ial da fam��lia MCP ", ondetemos " = 0. s TTACGCTA.........t TTGCGG...........u ....GCAAGAGATC...v ......TAGAGAC....w ...........ACCGTTNeste 
aso, temos " = 1=3 e todas as seq�uên
ias de entrada s~ao
obertas por um �uni
o 2�
aminho, que pode ser (s; u; w).Figura 3.3: MCP "4(2)
3.3.2 A fam��lia MCPrNa quest~ao da 
omplementaridade, o problema reside no fato de que, pela pr�oprianatureza do pro
esso de fragmenta�
~ao, n~ao �e poss��vel saber a prin
��pio qual das duas
adeias da mol�e
ula de DNA originou 
ada fragmento. A estrat�egia adotada neste
aso �e estender a de�ni�
~ao de MCP para MCPr , uma fam��lia de problemas que levaem 
onsidera�
~ao os 
omplementos reversos de todos os fragmentos in
lu��dos em suasinstân
ias [11℄.A fam��lia MCPr �e de�nida apenas para o alfabeto fA; C; G; Tg e 
ada MCPr (k) �ede�nido para um inteiro k � 1 (�gura 3.4).Entrada: Conjunto de seq�uên
ias de 
ara
teres C, es
rito sobre fA; C; G; Tg.Objetivo: Denotaremos por F (C) o 
onjunto formado por 
onjuntos de k-
aminhos disjuntos em C [ C, de modo que, se H 2 F (C), para toda 
adeia s 2 C,se s for terminal em C [ C, pre
isamente uma 
adeia entre s e s deve perten
er aalgum k-
aminho de H e, se s n~ao for terminal em C [ C, no m�aximo uma 
adeiaentre s e s pode perten
er a algum k-
aminho de H. Assim, o objetivo do MCPr (k)�e en
ontrar H 2 F (C), tal que jHj = minK2F (C) jKj.Sa��da: 
onjunto de k-
aminhos obtidos.Podemos per
eber, ent~ao, que um 
onjunto de k-
aminhos em C n C que 
ubramtodas as 
adeias de C n C, ou vi
e-versa, �e uma solu�
~ao v�alida de MCPr (k) para C.



3.4. Cobertura de V�erti
es por Caminhos ou CVC 20s TTACGCTA......... s .........TAGCGTAAu ....GCTAGAGATC... u ...GATCTCTAGC....w ...........ATCGTT w AACGAT...........----------------- -----------------TTACGCTAGAGATCGTT AACGATCTCTAGCGTAAConsideramos apenas as 
adeias terminais no 
onjunto mostrado na �gura 3.1. Neste
aso, uma solu�
~ao pode ser o 2�
aminho (w; u; s), 
ujo 
onsenso �e a seq�uên
iaAACGATCTCTAGCGTAA. Outra possibilidade seria a pr�opria solu�
~ao (s; u; w) da �gura 3.1.Figura 3.4: MCPr (2)3.4 Cobertura de V�erti
es por Caminhos ou CVCDado um grafo orientado G e um 
onjunto T � V (G), 
hamamos de Coberturade V�erti
es por Caminhos (CVC ) [4℄ o problema de determinar um 
onjunto U de
aminhos orientados disjuntos em G, tal que U 
obre todos os v�erti
es em T e jU j �em��nimo (�guras 3.5 e 3.6).Entrada: Grafo orientado G, e um 
onjunto de v�erti
es T � V (G).Objetivo: Sabendo que F (G; T ) �e um 
onjunto formado pelos 
onjuntos de 
a-minhos orientados disjuntos em G que 
obrem todos os v�erti
es de T , o objetivo doCVC �e en
ontrar H 2 F (G; T ), tal que jHj = minK2F (G;T ) jKj.Sa��da: Conjunto de 
aminhos obtidos.Denominamos DCVC a vers~ao de de
is~ao de CVC , tal que, dados um inteiro i,um grafo G e um 
onjunto T � V (G), o objetivo de DCVC �e determinar se T podeser 
oberto por no m�aximo i 
aminhos orientados disjuntos.Teorema 3.4.1 CVC �e NP -dif��
il.Prova:Tomamos um grafo G, orientado, e utilizamos DCVC para resolver o problema do
aminho hamiltoniano para G. Para isso, resolvemos DCVC para (G; V (G); 1), ouseja, determinamos se todos os v�erti
es de G podem ser 
obertos por no m�aximo um
aminho. Se a resposta for SIM, ent~ao G �e hamiltoniano e, se a resposta for N~AO,ent~ao G n~ao �e hamiltoniano. Portanto, CVC �e NP -dif��
il. 2



3.4. Cobertura de V�erti
es por Caminhos ou CVC 21Teorema 3.4.2 Dados um inteiro k � 1, um alfabeto �nito � e um 
onjunto deseq�uên
ias C, es
rito sobre �, podemos 
onstruir, em tempo O(kCk+ jCj2), o grafoGk(C) e o 
onjunto T (C).Prova:Gus�eld, Landau e S
hieber [7℄ propuseram um algoritmo e�
iente para 
al
ularspmax (s; t) para todo par de 
adeias s; t 2 C, emO(kCk+jCj2), o que �e su�
iente para
onstruir Gk(C). Per
ebemos que, fazendo uma pequena modi�
a�
~ao no algoritmo,era poss��vel tamb�em determinar o 
onjunto T (C), sem perder e�
iên
ia (ver detalhesno apêndi
e A.1). 2Lema 3.4.1 Dados um inteiro k � 1, um 
onjunto de 
adeias C e o grafo G =Gk(C), o 
onjunto S = (s1; s2; : : : ; sjSj) �e um k-
aminho em C se, e somente se, o
onjunto S �e tamb�em um 
aminho em G.Prova:Se S = (s1; s2; : : : ; sjSj) �e um 
aminho em G, para 
ada par de v�erti
es 
onse
utivossi; si+1 em S, temos (si; si+1) 2 E(G). Portanto, temos tamb�em jspmax (si; si+1)j � k.Como isto o
orre para todo par de v�erti
es 
onse
utivos em S, ent~ao S �e tamb�em umk-
aminho em C.Por outro lado, se S = (s1; s2; : : : ; sjSj) �e um k-
aminho em C, para 
ada parde 
adeias 
onse
utivas si; si+1 em S, temos jspmax (si; si+1)j � k. Portanto, temostamb�em (si; si+1) 2 E(G). Como isto o
orre para todo par de 
adeias 
onse
utivasem S, ent~ao S �e tamb�em um 
aminho em G. 2Teorema 3.4.3 Dados inteiros n � 2 e k � 1 e uma instân
ia C de MCP n(k), sejaG = Gk(C) e T = T (C) e 
onsidere a instân
ia (G; T ) para CVC . Dado um 
onjuntoH = fS1; S2; : : : ; SjHjg, dizemos que H �e solu�
~ao v�alida de CVC para (G; T ) se, esomente se, o 
onjunto H �e tamb�em solu�
~ao v�alida de MCP n(k) para C.Prova:Se H �e solu�
~ao v�alida de CVC para (G; T ), sabemos que, para todo 1 � i � jHj,o 
onjunto Si �e um 
aminho em G e, do lema 3.4.1, Si �e tamb�em um k-
aminho em
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es por Caminhos ou CVC 22C. Podemos a�rmar que H 
obre toda seq�uên
ia s em C, pois se s 2 T (C), ent~ao sperten
e a algum 
aminho em H e, portanto, faz parte de um k-
aminho em C. Se sn~ao perten
e a T (C), existe t 2 C tal que s �e sub
adeia pr�opria de t e, portanto, s �e
oberta pelo menos pelo k-
aminho que 
obre t. Logo, o 
onjunto H �e solu�
~ao v�alidade MCP n(k) para C.Por outro lado, se H �e solu�
~ao v�alida de MCP n(k) para C, sabemos que, paratodo 1 � i � jHj, o 
onjunto Si �e um k-
aminho em C e, do lema 3.4.1, Si �e tamb�emum 
aminho em G. Podemos a�rmar que H 
obre todo v�erti
e v em T (C), pois, porde�ni�
~ao, o v�erti
e v perten
e a algum k-
aminho de H e, portanto, faz parte de um
aminho em G. Logo, o 
onjunto H �e solu�
~ao v�alida de CVC para (G; T ). 2

s TTACGCTA v TAGAGATt TTACGC w ATCGTTu GCTAGAGATCOs v�erti
es terminais, de fundo preto, s~ao s, u e w. Neste 
aso, uma solu�
~ao parao problema seria um �uni
o 
aminho orientado, formado pelas arestas (s; u) e (u;w), queresultaria no 2-
aminho (s; u; w) 
ujo 
onsenso �e TTACGCTAGAGATCGTT.Figura 3.5: Grafo de 2-sobreposi�
~ao para o MCP 4(2) da �gura 3.1
Teorema 3.4.4 Dados inteiros n � 2 e k � 1, e um 
onjunto de 
adeias C, o 
ustode toda solu�
~ao �otima de MCP n(k) para C �e igual ao 
usto de toda solu�
~ao �otima deCVC para (Gk(C); T (C)).
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es por Caminhos ou CVC 23Prova:Consideraremos G = Gk(C) e T = T (C) e denotaremos por OPT (G; T ) o 
usto detoda solu�
~ao �otima de CVC para (G; T ). Denotaremos tamb�em por OPT (C) o 
ustode toda solu�
~ao �otima de MCP n(k) para C. Tomaremos ainda H1, solu�
~ao �otima deCVC para (G; T ) (
om jH1j = OPT (G; T )) e H2, solu�
~ao �otima de MCP n(k) paraC (
om jH2j = OPT (C)).Do teorema 3.4.3, sabemos que se H1 �e solu�
~ao v�alida de CVC para (G; T ), ent~aoH1 �e solu�
~ao v�alida de MCP n(k) para C. Portanto, jH1j = OPT (G; T ) � OPT (C).Mas sabemos tamb�em que, se H2 �e solu�
~ao v�alida de MCP n(k) para C, ent~ao H2�e solu�
~ao v�alida de CVC para (G; T ), ou seja, jH2j = OPT (C) � OPT (G; T ).Conseq�uentemente, temos OPT (C) = OPT (G; T ). 2Teorema 3.4.5 Dados inteiros n � 2 e k � 1, existe uma redu�
~ao polinamial deMCP n(k) a CVC .Prova:Dada uma instân
ia C de MCP n(k), 
onstru��mos em tempo polinomial o grafoGk(C) e o 
onjunto T (C)) (teorema 3.4.2), e tomamos (Gk(C); T (C)) 
omo umainstân
ia de CVC .Consideraremos OPT (Gk(C); T (C)) o 
usto de toda solu�
~ao �otima de CVC para(Gk(C); T (C)) e OPT (C) o 
usto de toda solu�
~ao �otima de MCP n(k) para C.Se H �e solu�
~ao v�alida de CVC para (Gk(C); T (C)), 
om jHj =OPT (Gk(C); T (C)), ent~ao H �e solu�
~ao v�alida de MCP n(k) para C (teorema 3.4.3) ejHj = OPT (C) (teorema 3.4.4). 2O CVC , se 
onsiderarmos somente as instân
ias em que T = V (G), �e muitosemelhante ao problema Dire
ted Hamiltonian Path Completion (DHPC) [6℄, 
ujoobjetivo, dado um grafo G, �e determinar o menor 
onjunto E 0 tal que E(G) � E 0e exista um 
aminho hamiltoniano no grafo G0, onde V (G0) = V (G) e E(G0) = E 0.Observe que, dado um grafo G, se h �e o n�umero de 
aminhos de uma solu�
~ao �otima deCVC para (G; V (G)) e E 0 �e solu�
~ao de DHPC para G, ent~ao h = jE 0j � jE(G)j+ 1.
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s TTACGCTA v TAGAGATt TTACGC w ATCGTTu GCTAGAGATCOs v�erti
es terminais, de fundo preto, s~ao s, u e w. Neste 
aso, uma solu�
~ao parao problema seria 
omposta por dois 
aminhos orientados, um formado pela aresta (s; u)(resultando no 4-
aminho (s; u), 
ujo 
onsenso �e TTACGCTAGAGATC) e outro formadoapenas pelo v�erti
e w (resultando no 4-
aminho (w), 
ujo 
onsenso �e ATCGTT).Figura 3.6: Grafo de 4-sobreposi�
~ao para o MCP 4(4) da �gura 3.2



3.5. Super
adeia Comum M��nima 253.5 Super
adeia Comum M��nimaUm problema mais 
onhe
ido e que possui alguma semelhan�
a 
om a fam��lia MCP �eo problema da Super
adeia Comum M��nima (SCM ) [5℄. Este problema tamb�em foiestudado, e algumas t�e
ni
as utilizadas na determina�
~ao de sua 
omplexidade foramadaptadas ao MCP e aproveitadas na demonstra�
~ao de sua NP -di�
uldade.Uma super
adeia de um 
onjunto de 
adeias S = fs1; s2; : : : ; sng �e uma 
adeia sque 
ontenha 
ada si 
omo sub
adeia. O problema da Super
adeia Comum M��nima
onsiste em, dado um 
onjunto de 
adeias S, determinar uma super
adeia s para S,tal que jsj seja m��nimo (�gura 3.7).S = fTTACGCTA; TTACGC; GCTAGAGATC; TAGAGAT; ATCGTTgs0 = GCTAGAGATCGTTACGCTA e js0j = 19s = TTACGCTAGAGATCGTT e jsj = 17Neste 
aso, o 
onjunto S �e formado pelas mesmas 
adeias da �gura 3.1.A 
adeia s0 �e uma super
adeia em S, enquanto que a 
adeia s �e asuper
adeia m��nima em S.Figura 3.7: Super
adeia Comum M��nimaGallant, Maier e Storer [5℄ reduziram o problema do 
aminho hamiltoniano emgrafos orientados ao problema da Super
adeia Comum M��nima, 
omprovando queo �ultimo �e NP -dif��
il, mesmo quando restrito a 
adeias formadas sobre alfabetospequenos (3 ou 4 letras).3.6 Sum�arioNeste 
ap��tulo �zemos uma de�ni�
~ao detalhada da fam��lia de problemas denominadaMinimum Contig Problems (MCP ) [4℄, fo
o da nossa pesquisa. Devido �as di�
ul-dades geralmente en
ontradas na utiliza�
~ao pr�ati
a da abordagem da montagem defragmentos, na qual se baseia os nossos problemas, foram tamb�em de�nidas duasvaria�
~oes de MCP , que s~ao as fam��lias MCP " e MCPr .Al�em disso, foi mostrado que todo problema de MCP pode ser reduzido a umproblema de grafos NP -dif��
il 
hamado Cobertura de V�erti
es por Caminhos (CVC ).Citamos tamb�em um outro problema utilizado nas an�alises realizadas no de
orrerdo projeto, que �e a Super
adeia Comum M��nima (SCM ) [5℄.



Cap��tulo 4A 
omplexidade da fam��lia MCP
Neste 
ap��tulo demonstraremos que os problemas que estudamos s~ao NP -dif��
eis,utilizando o re
urso da redu�
~ao polinomial e denotaremos por A � B quando umproblema A se reduzir polinomialmente a um problema B.4.1 Resultados anterioresApesar de ter surgido no 
ontexto de seq�uên
ias de DNA, a fam��lia MCP pode sergeneralizada para seq�uên
ias em geral, sobre qualquer alfabeto. Com esta generali-dade, Ferreira, Souza e Wakabayashi [4℄ mostraram que MCP n(k) �e NP -dif��
il paratodo k � 1 e n = 3n0+1 
ara
teres, onde n0 �e o n�umero de v�erti
es terminais do grafode k-sobreposi�
~ao 
orrespondente ao 
onjunto de seq�uên
ias dado. Nesta demons-tra�
~ao, eles partiram de um grafo G orientado, bipartido e de grau m�aximo igual atrês e 
riaram um m�etodo para gerar um 
onjunto de 
adeias C, tal que G ' G1(C)(aproveitando a propriedade de que grafos deste tipo possuem no m�aximo três em-parelhamentos disjuntos em suas arestas). Eles mostraram, ent~ao, que a solu�
~ao deDMCP n(1) para (C; 1) seria pelo menos t~ao dif��
il quanto a determina�
~ao de um
aminho hamiltoniano em G, mostrando assim que o MCP n(1) �e NP -dif��
il.Posteriormente, esta prova foi estendida para qualquer k � 1, mas o alfabetoutilizado ainda pre
isava ter pelo menos n = 3n0 + 1 
ara
teres. Portanto, se oalfabeto fosse restrito �as quatro letras A, C, G e T, que formam as seq�uên
ias deDNA, a demonstra�
~ao dada por Ferreira, Souza e Wakabayashi [4℄ n~ao garantia quequalquer problema da fam��lia MCP 
ontinuasse sendo NP -dif��
il. Isto nos motivou26



4.2. MCP n(k) �e NP -dif��
il para n � 2 e k � 1 27a determinar a 
omplexidade dos problemas da fam��liaMCP , 
onsiderando alfabetosde quatro letras ou menores.Empregando t�e
ni
as semelhantes �as utilizadas por Gallant, Maier e Storer [5℄ para
odi�
ar 
adeias no problema da Super
adeia Comum M��nima, 
onseguimos mostrarque HAM � MCP n(k), para todo n � 2 e k � 1, provando que MCP n(k) �e NP -dif��
il. Esta demonstra�
~ao, que ser�a des
rita a seguir, vale para a fam��lia MCP ",j�a que, 
omo foi dito anteriormente, a fam��lia MCP �e um 
aso espe
ial desta 
om" = 0. A partir deste resultado, 
onseguimos demonstrar tamb�em a NP -di�
uldadeda fam��liaMCPr , mostrando que DMCP 4(k0) � DMCPr (k), para todo par de inteirosk; k0, tais que 7(k0 � 1) � k � 7k0.4.2 MCP n(k) �e NP -dif��
il para n � 2 e k � 1Para demonstrar a NP -di�
uldade dos problemas da fam��lia MCP , 
riamos umanota�
~ao espe
ial para os alfabetos que iremos utilizar. Dado inteirom � 1, 
hamamosde �m o alfabeto f0; 1; 2; : : : ; m� 1g, de modo que j�mj = m.Al�em disso, dados inteiros m e n, tais que 2 � n � m, de�nimos a fun�
~ao injetorabmn de modo que, para todo 
 2 �m, bmn(
) �e a representa�
~ao de 
 na base n 
omdlognme 
ara
teres.A base do nosso ra
io
��nio est�a nas de�ni�
~oes de homomor�smos que preservamo
orrên
ias (2.1.1.1) e grafos de k�sobreposi�
~ao (2.2.1.1), sendo muito importanteque o leitor esteja familiarizado 
om estes 
on
eitos.A nossa demonstra�
~ao ser�a dividida em 
in
o partes:1. Mostraremos que, dado um grafo G = (V;E), podemos 
onstruir, em tempopolinomial, um 
onjunto de 
adeias C 00, es
rito sobre �jV j+jEj, tal que G 'G1(C 00) e T (C 00) = C 00;2. dados inteiros k � 1 e n � 2, tomaremos um homomor�smo que preservao
orrên
ias g : ��jV j+jEj �! ��n e 
al
ularemos k0, tal que (k0� 1)jgj < k � k0jgj;3. tomaremos um homomor�smo que preserva o
orrên
ias f : ��jV j+jEj �! ��jV j+jEj,tal que jf j = k0 e 
riaremos, a partir de C 00, o 
onjunto de 
adeias C 0 = f(C 00),tal que G1(C 00) ' Gk0(C 0) e T (C 0) = f(T (C 00)) = f(C 00) = C 0;



4.2. MCP n(k) �e NP -dif��
il para n � 2 e k � 1 284. tomaremos o homomor�smo g, do passo 2, e 
riaremos, a partir de C 0, o 
onjuntode 
adeias C = g(C 0), tal que Gk0(C 0) ' Gk(C) e T (C) = g(T (C 0)) = g(C 0) = C;5. resolveremos DMCP n(k) para (C; 1). Se a resposta for sim, ent~ao saberemosque os grafos isomorfos Gk(C), Gk0(C 0), G1(C 00) e G s~ao hamiltonianos e se aresposta for n~ao, ent~ao saberemos que estes grafos n~ao s~ao hamiltonianos.Apesar desta divis~ao n~ao ser totalmente expl��
ita, iremos utiliz�a-la para separaros nossos teoremas e fa
ilitar a leitura da nossa demonstra�
~ao.Parte 1:Teorema 4.2.1 Dado um grafo G, orientado, 
om jV (G)j = n e jE(G)j = m, pode-mos 
onstruir, em tempo polinomial em n e m e exponen
ial em �(G), um 
onjuntode seq�uên
ias de 
ara
teres C, es
rito sobre o alfabeto �m+n, tal que G ' G1(C),
om T (C) = C e, para toda 
adeia s 2 C, jsj � 2�(G)+2 � 1.Prova:Algoritmo 4.2.1 Constru�
~ao de C (�gura 4.1):1. Para 
ada v 2 V (G) fa�
a:1.1. pref (v) ";1.2. suf (v) ";2. Determine uma 
olora�
~ao de arestas C = fM1;M2; : : : ;MjCjg para G, tal quejCj = �(G) ou jCj = �(G) + 1;3. I  0;4. Para 
ada Mi 2 C, fa�
a:4.1. Para 
ada aresta (u; v) 2Mi fa�
a:4.1.1. pref (v) pref (v):I:suf (u);4.1.2. suf (u) pref (v);4.1.3. I  I + 1;5. C  ;;
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il para n � 2 e k � 1 296. Para 
ada v 2 V (G):6.1. C  C [ fpref (v):I:suf (v)g;6.2. I  I + 1;7. Retorne C;Para provar o nosso teorema ser�a ne
ess�ario mostrar que, ao t�ermino da exe
u�
~aodo algoritmo, teremos:(i) T (C) = C;(ii) G ' G1(C);(iii) jsj � 2�(G)+2 � 1, para toda 
adeia s 2 C.Pre
isamos mostrar tamb�em que:(iv) a 
omplexidade do algoritmo �e polinomial em n e m e exponen
ial em �(G).Denotaremos por A(u; v) o instante 
orrespondente ao pro
essamento de uma da-da aresta (u; v) no passo 4 do algoritmo e por B(w) o instante 
orrespondente aopro
essamento de um dado v�erti
e w no passo 6 do algoritmo. Sabemos que, pa-ra toda (u; v) 2 E(G), temos 0 � A(u; v) � m � 1 e que, se (u; v) 6= (w; x),ent~ao A(u; v) 6= A(w; x). Sabemos ainda que, para todo w 2 V (G), temosm � B(w) � m + n� 1 e que, se w 6= v, ent~ao B(w) 6= B(v).De�niremos tamb�em a fun�
~ao f : V (G) �! C, tal que, dado u 2 V (G), f(u) 2 C�e a 
adeia 
orrespondente ao v�erti
e u. De a
ordo 
om o passo 6 do algoritmo,f(u) = pref (u):B(u):suf (u).(i) Primeiro vamos mostrar que T (C) = C.Para todo par de v�erti
es u; v 2 V (G), podemos ver que B(u) s�o apare
e em f(u)e que B(v) s�o apare
e em f(v), portanto f(u) n~ao �e sub
adeia pr�opria de f(v) e f(v)n~ao �e sub
adeia pr�opria de f(u).(ii) Em seguida, vamos mostrar que a fun�
~ao f �e um isomor�smo tal que G ' G1(C).
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il para n � 2 e k � 1 30Podemos a�rmar que f �e uma bije�
~ao, pois, para todo v�erti
e u 2 V (G), o 
ara
terB(u) s�o apare
e em f(u).Dado um instante I = A(u; v), para todo v�erti
e w em V (G), de�nimos 
omopreftmp (w; I+1) a 
adeia pref (w) no instante I e suftmp (w; I+1) a 
adeia suf (w) noinstante I. Assim, se w = v, temos preftmp (w; I + 1) = preftmp (w; I):I:suftmp (u; I)e, sen~ao, temos preftmp (w; I + 1) = preftmp (w; I). Do mesmo modo, se w = u,temos suftmp (w; I+1) = preftmp (v; I):I:suftmp (w; I) e, sen~ao, temos suftmp (w; I+1) = suftmp (w; I). Al�em disso, para todo v�erti
e w, as 
adeias suftmp (w; 0) epreftmp (w; 0) s~ao vazias.Portanto, quando todas as m arestas tiverem sido pro
essadas, teremos:preftmp (w;m) = I1:suftmp (u1; I1):I2:suftmp (u2; I2) : : : Ij:suftmp (uj; Ij); esuftmp (w;m) = preftmp (vi; I 0i):I 0i : : : preftmp (v2; I 02):I 02:preftmp (v1; I 01):I 01;onde u1 a uj s~ao os v�erti
es de onde saem as arestas que entram em w, na ordemem que estas s~ao pro
essadas no passo 4 do algoritmo, de forma que I1 = A(u1; w),I2 = A(u2; w), ..., Ij = A(uj; w); do mesmo modo, denotamos por v1 a vi os v�erti
esonde entram as arestas que saem de w, tal que I 01 = A(w; v1), I 02 = A(w; v2), ...I 0i = A(w; vi).Assim, temos que f(u) = preftmp (u;m):B(u):suftmp (u;m). Sabe-se que, se u 6= v,B(u) 6= B(v). Portanto, uma sobreposi�
~ao de l 
ara
teres entre f(u) e f(v) �e, naverdade, uma sobreposi�
~ao de l 
ara
teres entre suftmp (u;m) e preftmp (v;m).� Primeiro vamos mostrar que, dada aresta (u; v) em V (G), temos sobreposi�
~aomaior ou igual a um entre suftmp (u;m) e preftmp (v;m):Sabendo que um dado instante I 
orresponde ao pro
essamento da ares-ta (u; v), sendo I = A(u; v), temos suftmp (u; I + 1) = preftmp (v; I + 1) =preftmp (v; I):I:suftmp (u; I). Portanto, h�a sobreposi�
~ao maior ou igual a um entresuftmp (u; I + 1) e preftmp (v; I + 1).Notamos que, para todo par de inteiros I 0; I 00, tal que 1 � I 0 < I 00 � m, a 
adeiapreftmp (v; I 0 +1) �e pre�xo de preftmp (v; I 00 +1) e a 
adeia suftmp (u; I 0 +1) �e su�xode suftmp (u; I 00 + 1). Assim, podemos a�rmar que suftmp (u; I + 1) �e um su�xo desuftmp (u;m) e preftmp (v; I +1) �e um pre�xo de preftmp (v;m), o que garante que asobreposi�
~ao estabele
ida n~ao foi alterada.
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il para n � 2 e k � 1 31� Agora vamos mostrar que, dada sobreposi�
~ao maior ou igual a um entre entresuftmp (u;m) e preftmp (v;m), existe a aresta (u; v) em V (G).Denotaremos por j o grau de entrada de v e por i o grau de sa��da de u, sendo v1a vi os v�erti
es onde entram as arestas que saem de u, na ordem em que estas s~aopro
essadas, e u1 a uj os v�erti
es de onde saem as arestas que entram em v, tamb�emna ordem em que estas s~ao pro
essadas:Podemos observar que, em suftmp (u;m), o 
ara
ter A(u; vi) �e �uni
o e 
orrespondeao maior n�umero (�e o instante mais re
ente deste intervalo); al�em disso, para um dado1 � i0 < i, se 
onsiderarmos apenas os 
ara
teres �a direita de A(u; vi0+1), veremosque o 
ara
ter A(u; vi0) �e �uni
o e 
orresponde ao maior n�umero (�e o instante maisre
ente do outro intervalo). Da mesma forma, em preftmp (v;m), o 
ara
ter A(uj; v)�e �uni
o e 
orresponde ao maior n�umero; al�em disso, para um dado 1 � j 0 < j, se
onsiderarmos apenas os 
ara
teres �a esquerda de A(uj0+1; v), veremos que o 
ara
terA(uj0; v) �e �uni
o e 
orresponde ao maior n�umero.Tomaremos sufstr (
; l) 
omo uma fun�
~ao que, dada uma 
adeia 
, retorna o su�xode 
 
om l 
ara
teres e prefstr (
; l) 
omo uma fun�
~ao que retorna o pre�xo de 
 
oml 
ara
teres.Assim, dado l � 1, temos sufstr (suftmp (u;m); l) = prefstr (preftmp (v;m); l).Mas sufstr (suftmp (u;m); l) = :::A(u; vi0)::::::A(u; v2):::A(u; v1) (onde i0 � i e,para todo i00 > i0, o 
ara
ter A(u; vi00) n~ao apare
e em sufstr (suftmp (u;m); l)) eprefstr (preftmp (v;m); l) = A(u1; v):::A(u2; v)::::::A(uj0; v)::: (onde j 0 � j e, para to-do j 00 > j 0, o 
ara
ter A(uj00; v) n~ao apare
e em sufstr (suftmp (u;m); l)).Sabemos ent~ao que A(u; vi0) �e �uni
o e �e o maior 
ara
ter em sufstr (suftmp (u;m); l)e A(uj0; v) �e �uni
o e �e o maior 
ara
ter em prefstr (preftmp (v;m); l). Logo A(u; vi0) =A(uj0; v), u = uj0 e v = vi0 e, portanto, existe a aresta (u; v) em V (G).Isto prova que G ' G1(C).(iii) Pre
isamos provar ainda que, para toda 
adeia s 2 C, temos jsj � 2�(G)+2 � 1.Sabemos que foi determinada uma 
olora�
~ao de arestas C = fM1;M2; : : : ;MjCjgpara E(G).Para todo 1 � i � jCj, dado v�erti
e v 2 V (G), denotamos por pref i(v) e porsuf i(v), respe
tivamente, as 
adeias pref (v) e suf (v) no �nal do pro
essamento dasarestas de Mi.
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il para n � 2 e k � 1 32Note que, para todo 1 � i � jCj, temos maxv2V (G) jpref i(v)j = maxv2V (G) jsuf i(v)je, em raz~ao deste fato, de�nimos tam (i) = maxv2V (G) jpref i(v)j.Ini
ialmente, temos tam (0) = 0, e, no �nal do pro
essamento das arestasde Mi, temos tam (i) = jpref i�1(v):I:suf i�1(u)j, onde jpref i�1(v)j + jsuf i�1(u)j =max(u;v)2Mi(jpref i�1(v)j + jsuf i�1(u)j) e I = A(u; v). Portanto, tam (i) � 2:tam (i �1) + 1 � 2i � 1.Ao t�ermino do pro
essamento de todas as arestas, temos tam (jCj) � 2jCj � 1.Sabemos que jCj = �(G) ou jCj = �(G) + 1 e podemos dizer ainda que tam (jCj) �2�(G)+1 � 1.Portanto, para todo v�erti
e v 2 V (G), temos jf(v)j � 2:tam (jCj) + jB(v)j �2(2�(G)+1 � 1) + 1 = 2�(G)+2 � 1.(iv) Por �m, vamos determinar a 
omplexidade do algoritmo.Para o passo 2, aproveitamos o algoritmo de 
olora�
~ao proposto por Misra e Gries[9℄ em sua prova 
onstrutiva do teorema de Vizing [3, p.103℄. Este passo possui
omplexidade O(m2 +m�2(G)), 
omo pode ser veri�
ado no apêndi
e A.2.Sabemos ainda que o passo 1 �e O(n), que o passo 6 �e O(2�(G)n) e que o passo 4 �ePjCji=1 jMij:(2�(G)+2 � 1) = O(2�(G)m), portanto a 
omplexidade �nal �e O(2�(G)(m +n) +m2). 2
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V (G) = 6, E(G) = 9 e �(G) = 4C = fM1;M2;M3;M4gM1 = f(s; t); (v; u); (w; x)g, M2 = f(x; t); (w; v)g,M3 = f(u; t); (x; s)g, M4 = f(t; w); (u; v)gA(s; t) = 0 A(x; t) = 3 A(x; s) = 6 B(s) = 9 B(v) = 12A(v; u) = 1 A(w; v) = 4 A(t; w) = 7 B(t) = 10 B(w) = 13A(w; x) = 2 A(u; t) = 5 A(u; v) = 8 B(u) = 11 B(x) = 14Itera�
~oes do passo 4 do algoritmo:Pro
essamento de M1: Pro
essamento de M3:(i) suf (s) = pref (t) = 0 (vi) suf (u) = pref (t) = 0 3 5(ii) suf (v) = pref (u) = 1 (vii) suf (x) = pref (s) = 6 0 3(iii) suf (w) = pref (x) = 2Pro
essamento de M2: Pro
essamento de M4:(iv) suf (x) = pref (t) = 0 3 (viii) suf (t) = pref (w) = 7(v) suf (w) = pref (v) = 4 2 (ix) suf (u) = pref (v) = 4 2 8 0 3 5Figura 4.1: Exe
u�
~ao do algoritmo 4.2.1
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il para n � 2 e k � 1 34Parte 2:Teorema 4.2.2 Dados inteiros m � n � 2, um homomor�smo g : ��m �! ��n quepreserva o
orrên
ias, e um 
onjunto de seq�uên
ias de 
ara
teres C 0, es
rito sobre �m,
onstru��mos C = g(C 0), satisfazendo:1. T (C) = g(T (C 0)) e2. para todo par de inteiros k e k0, tais que (k0�1)jgj < k � k0jgj, Gk(C) ' Gk0(C 0).Prova:Como C = g(C 0), podemos restringir o homomor�smo g para a bije�
~aog : C 0 �! C.(1) Como g preserva o
orrên
ias, g preserva em C as mesmas rela�
~oes de sub
adeiaque existiam em C 0. Automati
amente, T (g(C 0)) = g(T (C 0)), ou seja, g 
omuta 
omT . Portanto, T (C) = g(T (C 0)).(2) Tomaremos u; v 2 C 0 e sabemos que g(u); g(v) 2 C. Por de�ni�
~ao sabemosque (u; v) 2 E(Gk0(C 0)) impli
a em jspmax (u; v)j � k0. Como g preserva o
orrên
ias,temos tamb�em jspmax (g(u); g(v))j � k0jgj, ou seja, para todo inteiro k � k0jgj,temos (g(u); g(v)) 2 E(Gk(C)). Por outro lado, se (u; v) =2 E(Gk0(C 0)), temosjspmax (u; v)j � k0 � 1. Conseq�uentemente, temos jspmax (g(u); g(v))j � (k0 � 1)jgj,ou seja, para todo inteiro k > (k0 � 1)jgj, temos (g(u); g(v)) =2 E(Gk(C)).Portanto, para todo par de inteiros k e k0, tais que (k0 � 1)jgj < k � k0jgj, temosGk(C) ' Gk0(C 0). 2
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il para n � 2 e k � 1 35Lema 4.2.1 Dado um homomor�smo g : �� �! ��, tal que, para todo a 2 �, g(a)tem tamanho �xo jgj, se g(t) = vw e jvj �e m�ultiplo de jgj, ent~ao v 2 Im(g).Prova:Sabemos que, para um dado inteiro k, jvj = kjgj. Vamos tomar uma 
adeia x, talque x seja o pre�xo de t 
om k 
ara
teres. Assim, temos jg(x)j = kjgj. Mas tantov quanto g(x) s~ao pre�xos de g(t) e, al�em disso, estes dois pre�xos tem o mesmotamanho. Portanto, v = g(x), ou seja, v 2 Im(g). 2Lema 4.2.2 Seja g : �� �! �� um homomor�smo, tal que, para todo 
 2 �, g(
)tem tamanho �xo jgj e �e de�nido 
omo g(
) = g0(
):y, onde y �e uma 
adeia 
onstantee g0(
) �e 
adeia de tamanho �xo, de modo que n~ao exista o
orrên
ia de g0(
) em y,nem de y em g0(
). Se, para um dado u 2 ��, temos g(u) = vw e y �e su�xo de v,ent~ao jvj �e m�ultiplo de jgj.Prova:Sabemos que g(u) = g0(u1):y:g0(u2):y:g0(u3):y : : : g0(ujuj):y e que n~ao existeo
orrên
ia de g0(ui) em y, nem de y em g0(ui) para todo 1 � i � juj. Portanto,se y �e su�xo de v, ent~ao existe 1 � j � juj tal que v = g0(u1):y:g0(u2):y : : : g0(uj):y,ou seja, jvj �e m�ultiplo de jgj. 2Teorema 4.2.3 Dado um homomor�smo g : �� �! ��, tal que, para todo 
 2 �,g(
) tem tamanho �xo jgj e �e de�nido 
omo g(
) = g0(
):y, onde y �e uma 
adeia
onstante e g0(
) �e 
adeia de tamanho �xo, de modo que n~ao exista o
orrên
ia deg0(
) em y, nem de y em g0(
), podemos dizer que g preserva o
orrên
ias.Prova:Para mostrar que g preserva o
orrên
ias, pre
isamos provar que (de 2.1.1.1):� jspmax (s; t)jjgj = jspmax (g(s); g(t))j (ou jspmax (s; t)jjgj = jspmax (g(t); g(s))j1)1se g for homomor�smo reverso
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om v = spmax (s; t). Sabemos queg(s) = g(u)g(v) e g(t) = g(v)g(w) (ou g(s) = g(v)g(u) e g(t) = g(w)g(v) 1). Por-tanto, existe sobreposi�
~ao g(v) entre g(s) e g(t) (ou entre g(t) e g(s) 1). Logo, te-mos jg(v)j = jvjjgj = jspmax (s; t)jjgj � jspmax (g(s); g(t))j (ou jspmax (s; t)jjgj �jspmax (g(t); g(s))j 1).Por outro lado, podemos supor g(s) = uv e g(t) = vw, 
om v = spmax (g(s); g(t))(ou g(s) = vu e g(t) = wv, 
om v = spmax (g(t); g(s)) 1). Por de�ni�
~ao, podemosobservar que, para todo 
 2 �, a 
adeia g0(
) tem tamanho �xo e y �e uma 
adeia
onstante, sendo que n~ao existe o
orrên
ia de g0(
) em y, nem de y em g0(
). Al�emdisso, podemos a�rmar seguramente que v termina em y, pois g(s) (ou g(t) 1) ter-mina em y. Portanto jvj �e m�ultiplo de jgj (lema 4.2.2) e v 2 Im(g) (lema 4.2.1).Assim, temos tamb�em que u; w 2 Im(g), 
om s = g�1(u)g�1(v) e t = g�1(v)g�1(w).Portanto existe sobreposi�
~ao g�1(v) entre s e t. Logo, temos jg�1(v)j = jvj=jgj =jspmax (g(s); g(t))j=jgj � jspmax (s; t)j (ou jspmax (g(t); g(s))j=jgj � jspmax (s; t)j 1).Como jspmax (s; t)jjgj � jspmax (g(s); g(t))j e jspmax (g(s); g(t))j=jgj �jspmax (s; t)j, temos jspmax (s; t)jjgj = jspmax (g(s); g(t))j (ou jspmax (s; t)jjgj =jspmax (g(t); g(s))j 1).� t �e sub
adeia pr�opria de s se, e somente se, g(t) �e sub
adeia pr�opria de g(s).Vamos agora supor que s = utv. Sabemos que g(s) = g(u)g(t)g(v) (ou g(s) =g(v)g(t)g(u) 1) e, portanto, podemos dizer que g(t) �e sub
adeia de g(s). Do mes-mo modo, vamos supor que g(s) = u:g(t):v. Podemos a�rmar seguramente que vtermina em y, pois g(s) termina em y. Al�em disso, o pre�xo de g(s) que pre
e-de g(t) tamb�em termina em y, j�a que g(t) 
ome�
a 
om g0(t1) e sabemos ainda queg(s) = g0(s1):y:g0(s2):y : : : g0(sjsj):y (ou g(s) = g0(sjsj):y:g0(sjsj�1):y : : : g0(s1):y 1), sen-do que, para todo 
 2 �m, n~ao existe o
orrên
ia de g0(
) em y, nem de y em g0(
).Portanto, podemos dizer que u tamb�em termina em y. Com isso, sabemos que juje jvj s~ao m�ultiplos de jgj (lema 4.2.2) e temos u; v 2 Im(g) (lema 4.2.1). Assim,temos s = g�1(u)g�1(g(t))g�1(v) = g�1(u):t:g�1(v) (ou s = g�1(v)g�1(g(t))g�1(u) =g�1(v):t:g�1(u) 1). Portanto, podemos dizer que t �e sub
adeia de s. 21se g for homomor�smo reverso
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il para n � 2 e k � 1 37Teorema 4.2.4 Para todo par de inteiros m;n tais que m � n � 2, existe umhomomor�smo g : ��m �! ��n que preserva o
orrên
ias.Prova:Tomaremos inteiros m;n, 
om m � n, e 
onsideraremos dois 
asos, um no qualn � 3, e outro no qual n = 2.1. No primeiro 
aso, para qualquer par de inteiros m;n, 
om m � n � 3, tomamosp = n � 1. Para todo 
 2 �m, de�nimos g(
) = bmp(
):p, de modo que jgj =dlogpme + 1. Como bmp �e injetora, ent~ao g tamb�em �e injetora, pois p �e uma
adeia 
onstante.Podemos observar que, para todo 
 2 �m, a 
adeia bmp(
) tem tamanho �xo e p�e uma 
adeia 
onstante, sendo que n~ao existe o
orrên
ia de bmp(
) em p, nem dep em bmp(
).Portanto, pelo teorema 4.2.3, o homomor�smo g preserva o
orrên
ias.2. No segundo 
aso, para qualquer m � 2, de�nimos g(
) = 1:bm2(
):1:0i+1, paratodo 
 2 �m, tal que i = log2m e jgj = 2i + 3. Como bm2 �e injetora, ent~ao gtamb�em �e injetora, pois as 
adeias 1 e 1:0i+1 s~ao 
onstantes.Podemos observar que, para todo 
 2 �m, a 
adeia 1:bm2(
):1 tem tamanho �xoe 0i+1 �e uma 
adeia 
onstante, sendo que n~ao existe o
orrên
ia de 1:bm2(
):1 em0i+1, nem de 0i+1 em 1:bm2(
):1.Portanto, tamb�em pelo teorema 4.2.3, o homomor�smo g preserva o
orrên
ias.2Na �gura 4.2 apresentamos um exemplo de homomor�smo que preservao
orrên
ias.Parte 3:Dados um inteiro k � 1 e um alfabeto � de�nimos o homomor�smo fk : �� �! ��,tal que fk(
) = 
k para todo 
 2 �.
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il para n � 2 e k � 1 38�15 = f0; 1; 2; : : : ; 14g; �5 = f0; 1; 2; 3; 4gg : ��15 �! ��5 �e tal queg(a) = b15 4(a):4, para todo a 2 �15jb15 4j = dlog4 15e = 2 e jgj = 3g(0) = 0 0 4 g(5) = 1 1 4 g(10) = 2 2 4g(1) = 0 1 4 g(6) = 1 2 4 g(11) = 2 3 4g(2) = 0 2 4 g(7) = 1 3 4 g(12) = 3 0 4g(3) = 0 3 4 g(8) = 2 0 4 g(13) = 3 1 4g(4) = 1 0 4 g(9) = 2 1 4 g(14) = 3 2 4Figura 4.2: Homomor�mo g : ��15 �! ��5 que preserva o
orrên
ias
Teorema 4.2.5 Dado um alfabeto �, o homomor�smo fk : �� �! �� preservao
orrên
ias, para todo k � 1.Prova:Tomando k � 1, sabemos que fk �e injetora, 
om jfkj = k.Consideraremos 
adeias s; t 2 �� tal que s = 
1
2 : : : 
jsj e t = d1d2 : : : djtj. Assim,temos fk(s) = fk(
1)fk(
2) : : : fk(
jsj) e fk(t) = fk(d1)fk(d2) : : : fk(djtj).Para mostrar que fk preserva o
orrên
ias, pre
isamos provar que (de 2.1.1.1):� jspmax (s; t)jjfkj = jspmax (fk(s); fk(t))jVamos supor que temos s = uv e t = vw, 
om v = spmax (s; t). Podemosent~ao dizer que fk(s) = fk(u)fk(v) e fk(t) = fk(v)fk(w). Portanto, existe sobre-posi�
~ao fk(v) entre fk(s) e fk(t). Logo, temos jfk(v)j = jvjjfkj = jspmax (s; t)jjfkj �jspmax (fk(s); fk(t))j.Por outro lado, podemos supor fk(s) = uv e fk(t) = vw, 
om v =spmax (fk(s); fk(t)). Supondo ainda que u; v; w =2 Im(fk), ter��amos a 
adeiau = 
k1
k2 : : : 
ki�1
ji , a 
adeia v = 
k�ji 
ki+1
ki+2 : : : 
kjsj = dk1dk2 : : : dkl�1dml e a 
adeiaw = dk�ml dkl+1dkl+2 : : : dkjtj, onde 
onsideramos 1 � j < k e 1 � i < jsj, e, do mes-mo modo, 
onsideramos 1 � m < k e 1 � l < jtj.
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mi 
ki+1
ki+2 : : : 
kjsj = dk1dk2 : : : dkjsj�idmjsj�i+1 e, por-tanto, ter��amos 
i = d1 = 
i+1 = d2 = 
i+2 = : : : = djsj�i = 
jsj = djsj�i+1. Mas, neste
aso, poder��amos tomar a 
adeia u0 = 
k1
k2 : : : 
ki�1, a 
adeia v0 = 
ki 
ki+1
ki+2 : : : 
kjsj =dk1dk2 : : : dkl�1dkl e a 
adeia w0 = dkl+1dkl+2 : : : dkjtj, tal que jv0j > jvj, 
om fk(s) = u0v0 efk(t) = v0w0, o que seria uma 
ontradi�
~ao.Portanto, u; v; w 2 Im(fk), 
om s = f�1k (u)f�1k (v) e t = f�1k (v)f�1k (w), ou se-ja, existe sobreposi�
~ao f�1k (v) entre s e t. Logo, temos jf�1k (v)j = jvj=jfkj =jspmax (fk(s); fk(t))j=jfkj � jspmax (s; t)j.Como jspmax (s; t)jjfkj � jspmax (fk(s); fk(t))j e jspmax (fk(s); fk(t))j=jfkj �jspmax (s; t)j, temos jspmax (s; t)jjfkj = jspmax (fk(s); fk(t))j.� t �e sub
adeia pr�opria de s se, e somente se, fk(t) �e sub
adeia pr�opria de fk(s).Vamos agora supor que s = utv. Sabemos que fk(s) = fk(u)fk(t)fk(v) e, portanto,podemos dizer que fk(t) �e sub
adeia de fk(s).Do mesmo modo, vamos supor que fk(s) = u:fk(t):v. Supondo ainda queu; v =2 Im(fk), ter��amos u = 
k1
k2 : : : 
ki 
ji+1 e v = 
k�jl�1 
kl 
kl+1 : : : 
kjsj, onde 
onsidera-mos 1 � j < k e i < l, 
om i+ jtj+ l + 1 = jsj.Assim, ter��amos fk(s) = 
k1
k2 : : : 
ki 
ji+1:dk1dk2 : : : dkjtj
k�jl�1 
kl 
kl+1 : : : 
kjsj e, portanto,ter��amos 
i+1 = d1 = d2 = : : : = djtj = 
l�1 = 
. Mas, neste 
aso, poder��amostomar a 
adeia u0 = 
k1
k2 : : : 
ki , a 
adeia x = 
k e a 
adeia v0 = 
kl 
kl+1 : : : 
kjsj, tal quefk(s) = u0fk(t)xv0 = u0xfk(t)v0. Portanto, sempre podemos tomar u; v 2 Im(fk), 
oms = f�1k (u):t:f�1k (v). Em outras palavras, podemos dizer que t �e sub
adeia de s. 2
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il para n � 2 e k � 1 40Partes 4 e 5:Teorema 4.2.6 Para todo n � 2 e todo k � 1, MCP n(k) �e NP -dif��
il.Prova:Dado um inteiro positivo d, 
hamaremos de HAM d o problema do 
aminho hamil-toniano 
ujas instân
ias s~ao grafos nos quais d �e o grau m�aximo permitido. Sabemosque, para todo d � 3, o problema HAM d �e NP -
ompleto [6℄. Na nossa demonstra�
~aomostraremos que, dados inteiros d � 3, n � 2 e k � 1, temos HAM d � DMCP n(k).Os passos desta redu�
~ao podem ser a
ompanhados na �gura 4.3.Dados um inteiro d � 3 e um grafo orientado G, 
om �(G) � d, 
onstru��mosum 
onjunto de seq�uên
ias de 
ara
teres C 00, es
rito sobre o alfabeto �m, onde m =jV (G)j + jE(G)j, tal que T (C 00) = C 00 e G ' G1(C 00). Al�em disso, para toda s 2 C,temos jsj � 2d+2 � 1 (Teorema 4.2.1).Sabemos que existe um homomor�smo g : ��m �! ��n que preserva o
orrên
ias(teorema 4.2.4) e tomamos inteiro k0, tal que (k0 � 1)jgj < k � k0jgj.Sabemos que existe tamb�em um homomor�smo fk0 : ��m �! ��m que preservao
orrên
ias. (Teorema 4.2.5) e 
onstru��mos C 0 = fk0(C 00). Note que G1(C 00) ' Gk0(C 0)e T (C 0) = fk(T (C 00)) = fk(C 00) = C 0 (teorema 4.2.2).Usamos ent~ao g para 
onstruir um 
onjunto de seq�uên
ias de 
ara
teres C = g(C 0),es
rito sobre �n, e, novamente do teorema 4.2.2, temos Gk0(C 0) ' Gk(C) e T (C) =g(T (C 0)) = g(C 0) = C.Assim, supondo que D �e solu�
~ao de DMCP n(k) para (C; 1), ent~ao D �e solu�
~ao deHAM d para (Gk(C); 1), de HAM d para (Gk0(C 0); 1), de HAM d para (G1(C 00); 1) e deHAM d para (G; 1) (teoremas 3.4.4). Mas se D = sim, sabemos que existe um �uni
o
aminho que 
obre todos os v�erti
es de G (G �e hamiltoniano) e se D = n~ao, sabemosque n~ao �e poss��vel 
obrir todos os v�erti
es de G 
om apenas um 
aminho (G n~ao �ehamiltoniano).Esta redu�
~ao mostra que, para todo n � 2 e todo k � 1, MCP n(k) �e NP -dif��
il.2
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Queremos reduzir HAM a MCP 5(4) (k = 4), partindo do grafo G, ou seja, queremos
onstruir 
onjunto de 
adeias C, es
rita sobre �5 = f0; 1; 2; 3; 4g, tal que G ' G4(C)Usamos o algoritmo 4.2.1 para 
onstruir um 
onjunto de 
adeias C 00 a partir de G ef : V (G) �! C 00 �e uma bije�
~ao que rela
iona os v�erti
es do grafo �as 
adeias de C 00C 00 = ff(y) j y 2 V (G)g; pelo algoritmo 4.2.1, 
omo jV (G)j+ jE(G)j = 15,as 
adeias de C 00 s~ao es
ritas sobre �15 = f0; 1; 2; : : : ; 14g (ver �gura 4.1)f(s) = 6 0 3 9 0 f(u) = 1 11 4 2 8 0 3 5 f(w) = 7 13 4 2f(t) = 0 3 5 10 7 f(v) = 4 2 8 0 3 5 12 1 f(x) = 2 14 6 0 3g : ��15 �! ��5 �e tal 
omo foi de�nido na �gura 4.2, 
om jgj = 3Cal
ulamos o valor k0 = dk=jgje = d4=3e = 2.f2 : ��15 �! ��15 �e tal que f2(a) = aa, para todo a 2 �15, 
om jf2j = 2C 0 = ff2(z) j z 2 C 00gf2(f(s)) = 6 6 0 0 3 3 9 9 0 0 f2(f(v)) = 4 4 2 2 8 8 0 0 3 3 5 5 12 12 1 1f2(f(t)) = 0 0 3 3 5 5 10 10 7 7 f2(f(w)) = 7 7 13 13 4 4 2 2f2(f(u)) = 1 1 11 11 4 4 2 2 8 8 0 0 3 3 5 5 f2(f(x)) = 2 2 14 14 6 6 0 0 3 3C = fg(z) j z 2 C 0gg(f2(f(s))) = 1 2 4 1 2 4 0 0 4 0 0 4 0 3 4 0 3 4 2 1 4 2 1 4 0 0 4 0 0 4g(f2(f(t))) = 0 0 4 0 0 4 0 3 4 0 3 4 1 1 4 1 1 4 2 2 4 2 2 4 1 3 4 1 3 4g(f2(f(u))) = 0 1 4 0 1 4 2 3 4 2 3 4 1 0 4 1 0 4 0 2 4 0 2 4 2 0 4 2 0 4 0 0 4 0 0 4 0 3 4 0 3 4 1 1 4 1 1 4g(f2(f(v))) = 1 0 4 1 0 4 0 2 4 0 2 4 2 0 4 2 0 4 0 0 4 0 0 4 0 3 4 0 3 4 1 1 4 1 1 4 3 0 4 3 0 4 0 1 4 0 1 4g(f2(f(w))) = 1 3 4 1 3 4 3 1 4 3 1 4 1 0 4 1 0 4 0 2 4 0 2 4g(f2(f(x))) = 0 2 4 0 2 4 3 2 4 3 2 4 1 2 4 1 2 4 0 0 4 0 0 4 0 3 4 0 3 4G ' G1(C 00) ' G2(C 0) ' G4(C)Figura 4.3: Redu�
~ao de HAM a MCP 5(4), utilizando o grafo da �gura 4.1
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il para todo k � 1Como se sabe, a fam��lia MCPr est�a de�nida apenas para o alfabeto fA; C; G; Tg, quedenotamos aqui por �dna.De�nimos ainda o homomor�smo % : ��dna �! ��dna e o homomor�smo reverso% : ��dna �! ��dna, tais que, para todo 
 2 �dna, %(
) = AAG
TCC e %(
) = GGA
CTT.Chamaremos de DMCPr (k) a vers~ao de de
is~ao de MCPr (k), de modo que, da-do um inteiro i � 1 e um 
onjunto de 
adeias C, es
rito sobre �dna, o problemaDMCPr (k) determina se C pode ser 
oberto por no m�aximo i k-
aminhos disjuntosem C [ C.Para demonstrar a NP -di�
uldade dos problemas da fam��lia MCPr , utilizaremosos homomor�smos % e % para fazer DMCP 4(k0) � DMCPr (k), para todo par deinteiros k; k0, 
om 7(k0 � 1) < k � 7k0.Teorema 4.3.1 Os homomor�smos % e % preservam o
orrên
ias.Prova:Para todo 
 2 �dna, temos %(
) = AAG
TCC, onde AAG
T �e uma 
adeia de tamanho�xo e CC �e uma 
adeia 
onstante, de modo que n~ao existe o
orrên
ia de AAG
T em CC,nem de CC em AAG
T.Da mesma forma, para todo 
 2 �dna, temos %(
) = GGA
CTT, onde GGA
C �euma 
adeia de tamanho �xo e TT �e uma 
adeia 
onstante, de modo que n~ao existeo
orrên
ia de GGA
C em TT, nem de TT em GGA
C.Portanto, pelo teorema 4.2.3, os homomor�smos % e % preservam o
orrên
ias. 2Lema 4.3.1 Dada qualquer 
adeia s 2 ��dna, %(s) = %(s).Prova:Supondo s = 
1
2
3 : : : 
jsj, temos:1. %(s) = AAG
1TCCAAG
2TCCAAG
3TCC : : : AAG
jsjTCC e%(s) = GGA
jsjCTTGGA
jsj�1CTT : : : GGA
2CTTGGA
1CTT.2. %(s) = %(
jsj):%(
jsj�1) : : : %(
2):%(
1), ou seja,%(s) = GGA
jsjCTTGGA
jsj�1CTT : : : GGA
2CTTGGA
1CTT.
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adeias s; t 2 ��dna, nun
a haver�a o
orrên
ia de %(s)em %(t) ou de %(t) em %(s).Prova:Supondo s = 
1
2 : : : 
jsj e t = d1d2 : : : djtj e tomando 
ara
teres 
 e d tais que,para quaisquer inteiros i e j, 
om 1 � i � jsj e 1 � j � jtj, temos 
 = 
i e d = dj, seexaminarmos todos os poss��veis 
asos, teremos:......AAG
TCC .....AAG
TCC. .....AAG
TCC. ....AAG
TCC..GGAdCTT...... GGAdCTT...... .GGAdCTT..... .GGAdCTT.........AAG
TCC.. ...AAG
TCC... ...AAG
TCC... ..AAG
TCC......GGAdCTT.... ..GGAdCTT.... ...GGAdCTT... ...GGAdCTT.....AAG
TCC.... .AAG
TCC..... .AAG
TCC..... AAG
TCC..........GGAdCTT.. ....GGAdCTT.. .....GGAdCTT. .....GGAdCTT.AAG
TCC............GGAdCTTPortanto, �e imposs��vel haver o
orrên
ia de %(
) em %(d) ou de %(d) em %(
) e,
onseq�uentemente, �e imposs��vel haver o
orrên
ia de %(s) em %(t) ou de %(t) em %(s).2Lema 4.3.3 Dadas quaisquer 
adeias s; t 2 ��dna, podemos dizer quejspmax (%(s); %(t))j = jspmax (%(t); %(s))j.Prova:Sabemos que % e % preservam o
orrên
ias. Da de�ni�
~ao 2.1.1.1, sabemos quejspmax (s; t)jj%j = jspmax (%(s); %(t))j e que jspmax (s; t)jj%j = jspmax (%(t); %(s))j.Como j%j = j%j, temos jspmax (%(s); %(t))j = jspmax (%(t); %(s))j. 2
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onjuntos de 
adeias C e C 0, tais queexista um isomor�smo f : C �! C 0, pelo qual Gk(C) ' Gk0(C 0) e T (C 0) = f(T (C)),o 
usto de toda solu�
~ao �otima de CVC para a instân
ia (Gk(C); T (C)) �e igual ao
usto de toda solu�
~ao �otima de CVC para a instân
ia (Gk0(C 0); T (C 0)).Prova:Consideraremos OPT (G; T ) o 
usto de toda solu�
~ao �otima de CVC para ainstân
ia (G; T ).Vamos supor que H = fS1; S2; : : : ; SjHjg seja solu�
~ao �otima de CVC para(Gk(C); T (C)). Sabemos que, para todo 1 � i � jHj, o 
onjunto Si �e um 
a-minho em GK(C) e, portanto, o 
onjunto f(Si) �e um 
aminho em Gk0(C 0). Po-demos ent~ao a�rmar que H 0 = ff(S1); f(S2); : : : ; f(SjHj)g 
obre todo v�erti
e v emT (C 0), pois f�1(v) 2 T (C) e, sendo assim, temos f 1(v) 2 S, para algum S 2 H.Conseq�uentemente, temos v 2 f(S) e f(S) 2 H 0. Logo, o 
onjunto H 0 �e solu�
~aov�alida de CVC para (Gk0(C 0); T (C 0)), ou seja, temos jH 0j = OPT (Gk(C); T (C)) �OPT (Gk0(C 0); T (C 0)).Vamos agora supor que K 0 = fR1; R2; : : : ; RjK0jg seja solu�
~ao �otima de CVC para(Gk0(C 0); T (C 0)). Sabemos que, para todo 1 � i � jK 0j, o 
onjunto Ri �e um 
aminhoem GK0(C 0) e, portanto, o 
onjunto f�1(Ri) �e um 
aminho em Gk(C). Podemosent~ao a�rmar que K = ff�1(R1); f�1(R2); : : : ; f�1(RjK0j)g 
obre todo v�erti
e v emT (C), pois f(v) 2 T (C 0) e, sendo assim, temos f(v) 2 R, para algum R 2 K 0.Conseq�uentemente, temos v 2 f�1(R) e f�1(R) 2 K. Logo, o 
onjunto K �e solu�
~aov�alida de CVC para (Gk(C); T (C)), ou seja, temos jKj = OPT (Gk0(C 0); T (C 0)) �OPT (Gk(C); T (C)).Mas se OPT (Gk(C); T (C)) � OPT (Gk0(C 0); T (C 0)) e OPT (Gk0(C 0); T (C 0)) �OPT (Gk(C); T (C)), ent~ao OPT (Gk(C); T (C)) = OPT (Gk0(C 0); T (C 0)). 2Teorema 4.3.3 Dado um homomor�smo f : �� �! �� que preserva o
orrên
iase um 
onjunto de 
adeias C 0, es
rito sobre �, para todo par de inteiros k; k0, taisque (k0 � 1)jf j < k � k0jf j, se tomarmos C = f(C 0), podemos dizer que o 
usto detoda solu�
~ao �otima de MCP j�j(k) para C �e igual ao 
usto de toda solu�
~ao �otima deMCP j�j(k0) para C 0.
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usto de toda solu�
~ao �otima de CVC para ainstân
ia (G; T ) e por OPT n;k(C) o 
usto de toda solu�
~ao �otima de MCP n(k) paraa instân
ia C.Do teorema 3.4.4, sabemos que OPT j�j;k(C) = OPT (Gk(C); T (C)). Mas, de 4.3.2,sabemos que OPT (Gk(C); T (C)) = OPT (Gk0(C 0); T (C 0)) e, novamente de 3.4.4, sa-bemos que OPT (Gk0(C 0); T (C 0)) = OPT j�j;k0(C 0).Portanto, temos OPT j�j;k(C) = OPT (Gk(C); T (C)) = OPT (Gk0(C 0); T (C 0)) =OPT j�j;k0(C 0). 2Lema 4.3.4 Dados um inteiro k � 1 e um 
onjunto de 
adeias C, podemos dizer quetoda solu�
~ao v�alida D de MCPr (k) para %(C) �e tal que, para todo k-
aminho S 2 D,ou S 
obre apenas 
adeias de %(C) ou S 
obre apenas 
adeias de %(C).Prova:Sabemos que, para todo S 2 D, o 
onjunto S �e um k-
aminho em %(C) [ %(C).Mas, do lema 4.3.2, sabemos que n~ao h�a o
orrên
ia de %(s) em %(t), nem de %(t)em %(s), para quaisquer s; t 2 ��dna, portanto podemos dizer ainda que ou S �e umk-
aminho em %(C) (e 
obre apenas 
adeias de %(C)) ou S �e um k-
aminho em %(C)(e 
obre apenas 
adeias de %(C)). 2Teorema 4.3.4 Dado um inteiro k � 1 e um 
onjunto de 
adeias C, es
rito sobre�dna, podemos dizer que o 
usto de toda solu�
~ao �otima de MCP 4(k) para %(C) �e igualao 
usto de toda solu�
~ao �otima de MCPr (k) para %(C).Prova:Denotaremos por OPT 4;k(%(C)) o 
usto de toda solu�
~ao �otima de MCP 4(k) paraa instân
ia %(C) e por OPT k(%(C)) o 
usto de toda solu�
~ao �otima de MCPr (k) paraa instân
ia %(C).Vamos supor que H seja solu�
~ao �otima de MCP 4(k) para %(C). Por de�ni�
~ao,sabemos que H �e um 
onjunto de k-
aminhos em %(C) que 
obrem todas as 
adeiasde %(C). Pelo lema 4.3.2, sabemos que, dadas quaisquer 
adeias s; t 2 C, nun
a
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orrên
ia de %(s) em %(t) ou de %(t) em %(s) e, portanto, %(C) n %(C) = %(C).Conseq�uentemente, o 
onjunto H �e solu�
~ao v�alida de MCPr (k) para %(C), ou seja,temos jHj = OPT 4;k(%(C)) � OPT k(%(C)).Vamos agora supor que D seja solu�
~ao �otima de MCPr (k) para %(C).Do lema 4.3.4, sabemos que D = Dn[Dr, onde Dn 
ont�em k-
aminhos que 
obremapenas 
adeias de %(C) e Dr 
ont�em k-
aminhos que 
obrem apenas 
adeias de %(C).Tomamos um k-
aminho S 2 Dr, tal que S = (%(t1); %(t2); : : : ; %(tjSj)), on-de t1, t2, ..., tjSj s~ao 
adeias de C, e 
onstru��mos o 
onjunto S 0 = %(%�1(S)) =(%(tjSj); %(tjSj�1); : : : ; %(t2); %(t1)). Podemos a�rmar que S 0 tamb�em �e um k-
aminho em %(C) [ %(C), pois do lema 4.3.3, temos que jspmax (%(ti); %(ti+1))j =jspmax (%(ti+1); %(ti))j. Al�em disso, podemos dizer que o 
onjunto D1 = (D n fSg) [fS 0g �e solu�
~ao v�alida de MCPr (k) para %(C) pois, para toda 
adeia t 
oberta porS, temos t 
oberta por S 0 e, por de�ni�
~ao, uma solu�
~ao de MCPr (k) para %(C) deve
obrir ou s 2 %(C) ou s. Como jD1j = jDj, D1 �e tamb�em solu�
~ao �otima de MCPr (k)para %(C).Assim, 
onstru��mos um 
onjunto de k-
aminhos D0n de modo que, para todo S 2Dr, in
lu��mos %(%�1(S)) em D0n. Como Dr 
obre apenas 
adeias de %(C), ent~ao D0n
obre apenas 
adeias de %(C).Tomamos ent~ao o 
onjunto D0 = (D nDr) [D0n = Dn [D0n e, 
omo a
abamos deargumentar, sabemos que D0 �e solu�
~ao �otima de MCPr (k) para %(C). Sabemos aindaque D0 
obre apenas 
adeias de %(C), pois Dn e D0n 
obrem apenas 
adeias de %(C).Mais que isso, uma vez que D0 �e solu�
~ao de MCPr (k) para %(C) e que %(C) n %(C) =%(C), podemos dizer que D0 
obre todas as 
adeias de %(C). Portanto, o 
onjuntoD0 �e solu�
~ao v�alida de MCP 4(k) para %(C), ou seja, temos jD0j = OPT k(%(C)) �OPT 4;k(%(C)).Mas se OPT k(%(C)) � OPT 4;k(%(C)) e OPT 4;k(%(C)) � OPT k(%(C)), ent~aoOPT 4;k(%(C)) = OPT k(%(C)). 2Teorema 4.3.5 MCPr (k) �e NP -dif��
il para todo k � 1.Prova:Cal
ulamos o inteiro k0, de modo que 7(k0 � 1) < k � 7k0.Tomamos um 
onjunto de 
adeias C, es
rito sobre �dna, instân
ia de MCP 4(k0), e
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onstru��mos %(C), instân
ia de MCP 4(k) e de MCPr (k), atrav�es da fun�
~ao % de�nidaanteriormente.Tomamos um inteiro i � 1 e uma solu�
~ao D de DMCPr (k) para (%(C); i). Doteorema 4.3.4, sabemos que D �e tamb�em solu�
~ao de DMCP 4(k) para (%(C); i) e, doteorema 4.3.3, sabemos que D �e tamb�em solu�
~ao de DMCP 4(k0) para (C; i). 24.4 Sum�arioNeste 
ap��tulo demonstramos a NP -di�
uldade das fam��lias MCP (mesmo 
onside-rando alfabetos 
om apenas dois 
ara
teres) e MCPr .Para demonstrar a NP -di�
uldade de 
ada MCP n(k), partimos de grafo 
ompropriedades espe
iais, instân
ia do problema do Caminho Hamiltoniano (HAM ), e
onstru��mos instân
ia de MCP n(k), fazendo HAM � DMCP n(k).Em seguida demonstramos tamb�em a NP -di�
uldade de 
ada MCPr (k), fazendoDMCP 4(k0) � DMCPr (k), 
om 7(k0 � 1) < k � 7k0.



Cap��tulo 5Aproxima�
~oes para a fam��lia MCP
Tendo 
omprovado que os problemas MCP n(k) eram NP�dif��
eis para quaisquerinteiros n � 2 e k � 1, de
idimos pesquisar aproxima�
~oes para esta fam��lia e, seposs��vel, propor um algoritmo de aproxima�
~ao para 
ada um de seus problemas.Primeiramente, mostramos que qualquer algoritmo de aproxima�
~ao para CVCpoderia ser adaptado para todoMCP n(k). Conseguimos tamb�em provar que nenhumproblema MCP n(k), 
om n � 2 e k � 1, nem CVC admitiam aproxima�
~ao quegarantisse solu�
~ao menor que duas vezes a �otima.Em seguida apresentamos um algoritmo de aproxima�
~ao para CVC , que, infeliz-mente, �e v�alido apenas para um sub
onjunto restrito de suas instân
ias.5.1 Algoritmo de "�aproxima�
~ao e esquema de aproxima�
~aoVamos supor que A seja um problema de otimiza�
~ao, no qual, para 
ada instân
iaI, temos um 
onjunto de solu�
~oes v�alidas F (I) e 
ujo 
usto �otimo seja de�nido 
o-mo OPT (I) = minK2F (I) 
usto (K), se o problema for de minimiza�
~ao, ou 
omoOPT (I) = maxK2F (I) 
usto (K), se o problema for de maximiza�
~ao.Seja ent~ao M um algoritmo, tal que, dada qualquer instân
ia I de A, M retorneuma solu�
~ao v�alidaM(I) 2 F (I). Dizemos queM �e um algoritmo de "�aproxima�
~ao,
om " � 0, se para toda intân
ia I de A temos:j
usto (M(I))�OPT (I)jmaxfOPT (I); 
usto (M(I))g � "48



5.1. Algoritmo de "�aproxima�
~ao e esquema de aproxima�
~ao 49Portanto, uma heur��sti
a �e "�aproximada se, intuitivamente, o \erro relativo" dasolu�
~ao en
ontrada �e no m�aximo ", sendo que " sempre assume valores entre 0 e 1.Para problemas de maximiza�
~ao, a solu�
~ao en
ontrada nun
a �e menor que 1�" vezesa �otima, enquanto que, para problemas de minimiza�
~ao, a solu�
~ao nun
a �e maior que11�" vezes a �otima [10℄.Teorema 5.1.1 Para todo n � 2 e todo k � 1, MCP n(k) �e "�aproxim�avel se CVCfor "�aproxim�avel.Prova:Dado 
onjunto C, es
rito sobre �n, instân
ia de um MCP n(k), existe fun�
~ao R,tal que R(C; k) = (G; T ), onde G = Gk(C) e T = T (C) (teorema 3.4.2).Denotaremos por OPT (C) o tamanho de toda solu�
~ao �otima de MCP n(k) para C,por OPT (G; T ) o tamanho de toda solu�
~ao �otima de CVC para (G; T ), por 
usto (S)o tamanho de uma solu�
~ao de MCP n(k) e por 
usto (S 0) o tamanho de uma solu�
~aode CVC para (G; T ).Supondo que existe algoritmo A de "�aproxima�
~ao para CVC , temos que:j
usto (A(G; T ))�OPT (G; T )j
usto (A(G; T )) � "De a
ordo 
om o teorema 3.4.3, A(G; T ) �e tamb�em solu�
~ao de MCP n(k) para Ce, al�em disso, OPT (G; T ) = OPT (C) (teorema 3.4.4).Assim, temos:j
usto (A(R(C; k)))� OPT (C)j
usto (A(R(C; k))) = j
usto (A(G; T ))� OPT (G; T )j
usto (A(G; T )) � "Portanto, MCP n(k) �e "�aproxim�avel se CVC for "�aproxim�avel. 2Um esquema de aproxima�
~ao em tempo polinomial [10℄ de um problema de otimi-za�
~ao A �e um algoritmo que, dados uma instân
ia x de A e um fator de aproxima�
~ao" > 0, retorna uma solu�
~ao 
om erro relativo m�aximo ", num tempo limitado porum polinômio em jxj que depende de ". Se adi
ionalmente o tempo for limitado porum polinômio em jxj e em 1=", o esquema de aproxima�
~ao �e 
hamado 
ompletamentepolinomial.



5.2. Limite de aproxima�
~ao para MCP e CVC 505.2 Limite de aproxima�
~ao para MCP e CVCCom a an�alise a respeito da possibilidade de aproximar MCP (e CVC ), per
ebemosque poder��amos estabele
er um limite de aproxima�
~ao para ambos os 
asos, mostrandoassim que os dois problemas n~ao admitem esquema de aproxima�
~ao polinomial.Teorema 5.2.1 Dados inteiros n � 2 e k � 1, e um real positivo " < 1=2 n~ao existe"�aproxima�
~ao para MCP n(k), a menos que P = NP .Prova:Dados inteiros n � 2 e k � 1, se existisse uma "�aproxima�
~ao para MCP n(k) talque " < 1=2, ter��amos: 
usto (S)� OPT (C)
usto (S) � " < 0; 5;onde C �e uma instân
ia qualquer deMCP n(k), S �e uma solu�
~ao v�alida deMCP n(k)para C e OPT (C) �e o 
usto de toda solu�
~ao �otima de MCP n(k) para C.Logo, 
usto (S) � OPT (C) < 0; 5:
usto (S) ou ainda 
usto (S) � 0; 5:
usto (S) <OPT (C). Assim, 0; 5:
usto (S) < OPT (C) e 
usto (S) < 2:OPT (C). Conseq�uente-mente, temos OPT (C) � 
usto (S) < 2:OPT (C).Portanto, se OPT (C) = 1, 1 � 
usto (S) < 2. Como 
usto (S) �e sempre um valorinteiro, ter��amos 
usto (S) = 1. Por outro lado, se OPT (C) � 2, 
usto (S) � 2. Emoutras palavras, um algoritmo de aproxima�
~ao 
om " < 1=2 seria 
apaz de identi�
arse a solu�
~ao �otima de uma instân
ia qualquer deMCP n(k) possui 
usto �otimo 1 ou n~aoe, neste 
aso, este algoritmo poderia ser usado para resolver o problema do CaminhoHamiltoniano, j�a que este se reduz a MCP n(k) (teorema 4.2.6). Con
lu��mos, ent~ao,que, para todo par de inteiros n � 2 e k � 1, n~ao �e poss��vel en
ontrar um algoritmode "�aproxima�
~ao para MCP n(k), tal que " < 1=2, ou seja, MCP n(k) n~ao possuiesquema de aproxima�
~ao. 2



5.3. O algoritmo AlgMat
h 51Teorema 5.2.2 Dado um real positivo " < 1=2 n~ao existe "�aproxima�
~ao para CVC .Prova:A prova deste teorema �e an�aloga �a do teorema 5.2.1. 25.3 O algoritmo AlgMat
hChamamos de Cobertura de V�erti
es por Caminhos em Grafos A
��
li
os (CVCGA )o problema de determinar o menor 
onjunto de 
aminhos orientados disjuntos que
obrem um grafo orientado e a
��
li
o (isto �e, sem 
i
los orientados, podendo ter 
i
losn~ao-orientados) e 
hamamos de AlgMat
h o algoritmo que resolve CVCGA , utilizandoemparelhamento m�aximo em grafos bipartidos [2, p.626-ex.27-2℄.Sabendo que, quanto menor o n�umero de 
aminhos em uma solu�
~ao de CVCGA ,maior a quantidade de arestas do grafo que s~ao 
obertas por estes 
aminhos, o algo-ritmo AlgMat
h pro
ura maximizar o n�umero de arestas 
obertas pela solu�
~ao e oseu fun
ionamento est�a des
rito a seguir.A partir de um grafoG, orientado e a
��
li
o, AlgMat
h gera um grafoH, bipartido,no qual, para 
ada v�erti
e u em G, temos dois v�erti
es u1 e u2. Al�em disso, para 
adaaresta (u; v) em G, temos a aresta fu1; v2g em H. Assim, se V (G) = n, ent~aoV (H) = 2n e uma das duas parti�
~oes de H �e formada apenas por v�erti
es de ��ndi
e1, enquanto a outra �e formada apenas por v�erti
es de ��ndi
e 2.Al�em disso, 
omo G �e a
��
li
o, um emparelhamento m�aximo em H possui nom�aximo n � 1 arestas (assim 
omo a melhor solu�
~ao poss��vel para G | um �uni
o
aminho | possui tamb�em n� 1 arestas). Desta forma, 
om a determina�
~ao de umemparelhamento m�aximo em H en
ontramos uma solu�
~ao �otima de CVCGA para G[1℄. Na �gura 5.1 temos um exemplo de fun
ionamento de AlgMat
h .5.3.1 Restri�
~ao e fator de aproxima�
~aoA base de AlgMat
h �e es
olher o maior n�umero de arestas poss��vel no grafo, minimi-zando o n�umero de 
aminhos. Quando a entrada de AlgMat
h �e um grafo que 
ont�em
i
los, o algoritmo retorna 
omo solu�
~ao um 
onjunto de 
aminhos e 
i
los disjuntos.Para um mesmo n�umero de v�erti
es, um 
i
lo possui mais arestas que um 
aminho,



5.3. O algoritmo AlgMat
h 52

Neste 
aso, a solu�
~ao retornada seria o emparelhamento fft1; u2g; fu1; v2g; fv1; s2gg,resultando no 
aminho (t; u; v; s) no grafo original.Figura 5.1: AlgMat
he, sendo assim, existe uma 
han
e muito grande das arestas dos 
i
los serem es
olhi-das. Por 
ausa disso, grafos de entrada 
om n�umero ilimitado de 
i
los inviabilizama aproxima�
~ao.Teorema 5.3.1.1 Dado um inteiro 
, AlgMat
h �e algoritmo de aproxima�
~ao paraCVCCL (
) de fator 
=(1+
), onde CVCCL (
) �e uma vers~ao de CVC 
ujas instân
iass~ao grafos orientados, nos quais 
 �e o n�umero m�aximo de 
i
los disjuntos.Prova:Dado um grafo G orientado, 
usto (AlgMat
h (G)) = b + a, onde b �e o n�umero de
aminhos e a �e o n�umero de 
i
los retornado. De�nimos 
omo edge(AlgMat
h (G)) afun�
~ao que retorna o n�umero de arestas presentes em AlgMat
h (G), 
omo OPT (G)o 
usto de toda solu�
~ao �otima de CVC para G e 
omo edgeOPT (G) o n�umero dearestas presentes em qualquer solu�
~ao �otima de CVC para G. Podemos veri�
arque edgeOPT (G) = jV (G)j � OPT (G) e que edge(AlgMat
h (G)) = jV (G)j � b.Como AlgMat
h maximiza o n�umero de arestas na solu�
~ao, edge(AlgMat
h (G)) �edgeOPT (G) e, ent~ao, jV (G)j � b � jV (G)j � OPT (G). Portanto, OPT (G) � b,ou seja, dada uma instân
ia G, o n�umero de 
aminhos retornado em AlgMat
h (G)nun
a �e maior que o n�umero de 
aminhos na solu�
~ao �otima para G.Assim, se denotarmos por d
y
(G) o n�umero de 
i
los disjuntos em um grafo G,temos 
usto (AlgMat
h (G)) � OPT (G) + d
y
(G). Logo, no pior 
aso, ter��amos:
usto (AlgMat
h (G))�OPT (G)
usto (AlgMat
h (G)) � OPT (G) + 
(G)� OPT (G)OPT (G) + d
y
(G) � d
y
(G)1 + d
y
(G)



5.3. O algoritmo AlgMat
h 53Portanto, se d
y
(G) � 
, onde 
 �e uma 
onstante, AlgMat
h �e algoritmo deaproxima�
~ao de CVCCL (
) 
om fator 
=(1 + 
). 2Lema 5.3.1.1 Dados um inteiro k � 1, um 
onjunto de 
adeias C e o grafo G =Gk(C), o 
onjunto S = (s1; s2; : : : ; sjSj) �e um k-
i
lo em C se, e somente se, S fortamb�em um 
i
lo em G.Prova:Se S = (s1; s2; : : : ; sjSj) �e um 
i
lo em G, S �e tamb�em um 
aminho em G e(sjSj; s1) 2 E(G). Do lema 3.4.1, sabemos que S �e um k-
aminho em C e, 
omo(sjSj; s1) 2 E(G), jspmax (sjSj; s1)j � k e. Logo, S �e tamb�em um k-
i
lo em C.Por outro lado, se S = (s1; s2; : : : ; sjSj) �e um k-
i
lo em C, S �e tamb�em um k-
aminho em C e jspmax (sjSj; s1)j � k. Do lema 3.4.1, sabemos que S �e um 
aminhoem G e, 
omo jspmax (sjSj; s1)j � k, (sjSj; s1) 2 E(G). Logo, S �e um 
i
lo em G. 2Teorema 5.3.1.2 Dados um inteiro k � 1 e um 
onjunto de 
adeias C, C possuino m�aximo n k-
i
los disjuntos se, e somente se, Gk(C) possui no m�aximo n 
i
losdisjuntos.Prova:Denotaremos por CYC (G) o n�umero m�aximo de 
i
los disjuntos em G e porCYC k(C) o n�umero m�aximo de k-
i
los disjuntos em C.Se C possui no m�aximo n k-
i
los disjuntos, 
onsideraremos B = fS1; S2; : : : ; Sng,um 
onjunto de k-
i
los disjuntos em C. Do lema 5.3.1.1, para 
ada Si 2 B, sabemosque Si �e um 
i
lo em G, portanto B �e um 
onjunto de 
i
los disjuntos em G. Logo,n = CYC k(C) � CYC (G).Do mesmo modo, se G possui no m�aximo n 
i
los disjuntos, 
onsideraremos B =fS1; S2; : : : ; Sng, um 
onjunto de 
i
los disjuntos em G. Do lema 5.3.1.1, para 
adaSi 2 B, sabemos que Si �e um k-
i
lo em C, portanto B �e um 
onjunto de k-
i
losdisjuntos em G. Logo, n = CYC (G) � CYC k(C).Se CYC k(C) � CYC (G) e CYC (G) � CYC k(C), CYC k(C) = CYC (G). 2



5.4. Sum�ario 54Teorema 5.3.1.3 Dados inteiros k � 1, n � 2 e 
 � 0, existe algoritmo de apro-xima�
~ao para MCPCL n(k; 
) de fator 
=(1 + 
), onde MCPCL n(k; 
) �e uma vers~aode MCP 
ujas instân
ias s~ao grafos orientados, nos quais 
 �e o n�umero m�aximo dek-
i
los disjuntos.Prova:Tomamos instân
ia C de MCPCL n(k; 
) e sabemos que 
 �e o n�umero m�aximo dek-
i
los disjuntos em C. Do teorema 5.3.1.2, sabemos tamb�em que 
 �e o n�umerom�aximo de 
i
los disjuntos em Gk(C), ou seja, Gk(C) �e instân
ia de CVCCL (
).Mas AlgMat
h �e algoritmo de aproxima�
~ao de fator 
=1+ 
 para CVCCL (
) (teo-rema 5.3.1.1). Pelo teorema 5.1.1, podemos 
on
luir que existe algoritmo de aproxi-ma�
~ao para MCPCL n(k; 
) de fator 
=(1 + 
). 25.3.2 Observa�
~oesApesar das restri�
~oes e do fator de aproxima�
~ao n~ao ser t~ao bom, sabendo que, em
asos pr�ati
os de montagem de fragmentos de DNA, os 
onjuntos de fragmentos d~aoorigem a grafos que geralmente n~ao apresentam muitos 
i
los disjuntos, 
onsideramoseste algoritmo de aproxima�
~ao 
omo um resultado positivo da nossa pesquisa.5.4 Sum�arioNeste 
ap��tulo, pesquisamos aproxima�
~oes para CVC e todos os problemas de MCP ,determinando um limite de aproxima�
~ao de 1=2 e apresentando tamb�em um algoritmode aproxima�
~ao para instân
ias restritas destes problemas.



Cap��tulo 6Con
lus~oes
Tendo em vista os nossos objetivos ini
iais, 
onsideramos que, no t�ermino destes doisanos de pesquisas, 
hegamos a resultados bastante interessantes.Na primeira etapa do trabalho, 
onforme nossa expe
tativa, 
onseguimos elaborara demonstra�
~ao de NP -di�
uldade de todos os problemas das fam��liasMCP e MCPre, j�a na segunda etapa, passamos a pesquisar aproxima�
~oes para MCP , tendo 
omobase o problema CVC , que �e seu modelo de grafos.Nesta segunda fase, as di�
uldades a
abaram sendo muito maiores, talvez emraz~ao da pequena familiaridade que t��nhamos 
om o tema. Conseguimos, no entanto,mostrar que os problemas analisados, in
luindo CVC e todos os problemas da fam��liaMCP , n~ao admitiam aproxima�
~ao que garantisse solu�
~ao menor que duas vezes asolu�
~ao �otima e apresentamos uma primeira id�eia de aproxima�
~ao para instân
iasrestritas destes problemas.Para projetos futuros, por�em, pensamos que ainda h�a muito a ser explorado empesquisas de aproxima�
~ao para MCP .
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Apêndi
e ADemonstra�
~oes 
omplementares
A.1 Prova do teorema 3.4.2Gus�eld, Landau e S
hieber [7℄ propuseram um algoritmo e�
iente para 
al
ularspmax (s; t) para todo par de 
adeias s; t 2 C, em O(kCk + jCj2), o que �e su�
i-ente para 
onstruir Gk(C), mas n~ao para 
onstruir T (C).Sabemos que, para 
onstruir a �arvore generalizada de su�xos para C [7℄, �e pre
isoadi
ionar um 
ara
ter in�edito ao �nal de 
ada 
adeia de C. Consideraremos que, para
ada 
adeia s 2 C, este 
ara
ter �e s.Um 
aminho em uma �arvore de su�xos sempre 
ome�
a na raiz e termina em umafolha qualquer, representando o su�xo de alguma 
adeia, sendo que este su�xo �e dadopela 
on
atena�
~ao dos r�otulos das arestas do 
aminho.Cada folha da �arvore �e rotulada 
om um n�umero que ajuda a identi�
ar o su�xoque o seu 
aminho representa. Assim, se uma folha est�a rotulada 
om o n�umero i ea �ultima aresta de seu 
aminho apresenta o 
ara
ter espe
ial v, podemos dizer queo seu 
aminho representa o su�xo de v que 
ome�
a a partir do 
ara
ter da posi�
~ao iem v [7℄.Sabendo que o \
aminho de uma 
adeia s" na �arvore de su�xos �e tal que a 
on
a-tena�
~ao dos r�otulos de suas arestas 
orresponde �a pr�opria 
adeia s (
on
atenada 
omo 
ara
ter espe
ial s), podemos de�nir formalmente este 
aminho 
omo aquele que(1) termina 
om uma folha rotulada 
om 1 e (2) apresenta o 
ara
ter espe
ial s nor�otulo de sua �ultima aresta. 56



A.1. Prova do teorema 3.4.2 57Chamamos de es a �ultima aresta do 
aminho da 
adeia s e de ns o n�o que ante
edees. Cara
terizamos ent~ao uma 
adeia s 
omo sub
adeia pr�opria de alguma outra
adeia de C quando es �e rotulada apenas 
om o 
ara
ter espe
ial s, pois, se istoo
orre, ent~ao o v�erti
e ns est�a ligado tamb�em a pelo menos mais uma aresta, queest�a no mesmo n��vel de es, mas que �e diferente desta, signi�
ando que ns faz partedo 
aminho de um su�xo de alguma outra 
adeia de C e, 
onseq�uentemente, que sfaz parte de alguma outra 
adeia de C (�gura A.1).O algoritmo de Gus�eld, Landau e S
hieber [7℄ realiza uma bus
a em profundidadena �arvore para 
al
ular as sobreposi�
~oes. Portanto, para 
onstruir T (C), basta fazerum pequena modi�
a�
~ao neste algoritmo e veri�
ar, durante a bus
a por profundi-dade, a 
ara
teriza�
~ao a
ima para todas as 
adeias de C. Assim, para 
ada 
adeias 2 C, se s n~ao apresentar esta 
ara
teriza�
~ao, ent~ao a 
adeia s n~ao �e sub
adeiapr�opria de nenhuma outra 
adeia de C e deve ser in
lu��da em T (C). Esta modi�-
a�
~ao n~ao altera a 
omplexidade assint�oti
a do algoritmo, que, portanto, 
ontinuasendo O(kCk+ jCj2).
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s CTA u GATTt ACTAC v ATGATC = fs; t; u; vgOs 
ara
teres s, t, u e v foram a
res
entados ao �nal das 
adeias s, t, u e v, respe
tivamente.As 
ores das folhas indi
am de qual 
adeia �e o su�xo que elas representa m.Como o 
aminho da 
adeia s, 
ujas arestas est~ao tra
ejadas, termina 
om uma aresta rotuladaapenas 
om s, ent~ao s �e sub
adeia pr�opria de alguma outra 
adeia de C.T (C) = ft; u; vgFigura A.1: �Arvore generalizada de su�xos



A.2. A 
omplexidade do algoritmo de 
olora�
~ao de arestas (teorema 4.2.1) 59A.2 A 
omplexidade do algoritmo de 
olora�
~ao de arestas(teorema 4.2.1)Para o passo 2 do algoritmo 4.2.1, aproveitamos o algoritmo de 
olora�
~ao propostopor Misra e Gries [9℄ em sua prova 
onstrutiva do teorema de Vizing [3, p.103℄.Deduzimos aqui a 
omplexidade deste algoritmo, 
ujos passos dominantes est~aoresumidos a seguir, uma vez que esta n~ao foi 
al
ulada pelos seus autores.Dados um grafo G, 
om jV (G)j = n e jE(G)j = m, e uma aresta n~ao 
olorida(u; v) 2 E(G), o algoritmo 
onstr�oi uma lista espe
ial 
hamada fan em O(�2(G)),inverte as 
ores em um 
erto 
aminho bi
olorido em O(m) e faz a rota�
~ao da fan emO(�(G)). Como este algoritmo de 
olora�
~ao deve ser repetido m vezes, a 
omplexi-dade do passo 2 �e O(m2 +m�2(G)).



Bibliogra�a[1℄ F. R. Cerqueira. Montagem de Fragmentos de DNA. Master's thesis, Institutode Computa�
~ao, UNICAMP, Campinas, SP, January 2000.[2℄ T.H. Cormen, C. E. Leiserson, and R. L. Rivest. Introdu
tion to Algorithms.MIT Press, 1990.[3℄ R. Diestel. Graph Theory. Springer-Verlag New York, In
, 1997.[4℄ C. E. Ferreira, C. C. de Souza, and Y. Wakabayshi. Rearrangement of DNAfragments: a bran
h-and-
ut algorithm. Vers~ao revisada a ser publi
ada. Dis
reteApplied Mathemati
s, 2001.[5℄ J. Gallant, D. Maier, and J. A. Storer. On �nding minimal length superstrings.Journal of Computer and System S
ien
es, 20(1):50{58, February 1980.[6℄ M. R. Garey and D. S. Johnson. Computer and Intra
tability - A Guide to theTheory of NP-Completeness. Freeman, New York, 1979.[7℄ D. Gus�eld, G. M. Landau, and B. S
hieber. An eÆ
ient algorithm for theall pairs suÆx-pre�x problem. Information Pro
essing Letters, 41(4):181{185,Mar
h 1992.[8℄ D. Kelly. Automata and Formal Languages. Prenti
e-Hall, 1995.[9℄ J. Misra and D. Gries. A 
onstru
tive proof of Vizing's Theorem. InformationPro
essing Letters, 41(3):131{133, Mar
h 1992.[10℄ C. H. Papadimitriou. Computational Complexity. Addison-Wesley PublishingCompany, 1994.[11℄ J. C. Setubal and J. Meidanis. Introdu
tion to Computational Mole
ular Biology.PWS Publishing Company, 1997. 60


